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Ââåäåíèå
Â ñèëó ðÿäà êàê îáúåêòèâíûõ, òàê è ñóáúåêòèâíûõ ïðè÷èí ñòóäåíòû-áèîëîãè, â òîì
÷èñëå è ñòóäåíòû-áèîôèçèêè, èñïûòûâàþò ÷óâñòâî "ïåðâîáûòíîãî ñòðàõà" ïðè èçó-
÷åíèè ôèçèêè. Ýòî ãëóáîêîå ÷óâñòâî, ïîðîæäàþùåå óñòîé÷èâîå íåïðèÿòèå äàííîãî
ïðåäìåòà, óñïåøíî "êóëüòèâèðóåòñÿ" â ïåðèîä øêîëüíîãî îáó÷åíèÿ è, êàê ïðàâèëî,
ñîõðàíÿåòñÿ â òå÷åíèè âñåé æèçíè. Ïðåîäîëåòü ýòîò áàðüåð "íåïðèÿòèÿ" ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè òàêîé àóäèòîðèè âåñüìà íåïðîñòî, à ïðè óñòîé÷è-
âîì îòñóòñòâèè æåëàíèÿ èëè ìîòèâàöèè ó ñòóäåíòîâ âîîáùå íåâîçìîæíî. Òåì íå
ìåíåå âñå æå èìååò ñìûñë äåëàòü ïîïûòêè â ýòîì íàïðàâëåíèè, ò.ê. îïûò ïîêàçûâà-
åò, ÷òî èíîãäà èìåþò ìåñòî îòäåëüíûå ñëó÷àè "ïðîñâåòëåíèÿ". Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
ïîäìíîæåñòâî "ïðîñâåòëåííûõ" èëè "íîâîîáðàùåííûõ" ñòóäåíòîâ áóäåò íå ïóñòî,
òî óæå îäíî ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü íåïëîõèì äîñòèæåíèåì.

Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà òàêîãî îòíîøåíèÿ ñòóäåíòîâ-áèîëîãîâ ê ôèçèêå êðîåòñÿ, êî-
íå÷íî, â íåïîíèìàíèè èìè ñóòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è çàêîíîìåðíîñòåé, ïðè÷èíîé
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, îòñóòñòâèå äîñòàòî÷íîé áàçû ýëåìåíòàðíîãî
îáðàçîâàíèÿ, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàçâèòîñòü ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ. Õàðàê-
òåðíûì ïîêàçàòåëåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè ó áîëüøèíñòâà
ñòóäåíòîâ òàêæå âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå çàòðóäíåíèÿ. ß äàëåê îò ìûñëè, ÷òî äàí-
íûé êóðñ ìîæåò êàê-ëèáî ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ, îäíà-
êî ìîé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè â "íå ïðîôèëüíîé" àóäèòîðèè ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðèëîæåííûå óñèëèÿ ïîðîé ïðèíîñÿò "ïëîäû ïðîñâåùåíèÿ".

Ïðîáèòü áàðüåð "íåïðèÿòèÿ" ìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ èíòåíñèâíîé èíòåëëåê-
òóàëüíîé ðàáîòû, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé áóäåò ïîíèìàíèå, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìîæåò äàæå ñòèìóëèðîâàòü ðîñò èíòåðåñà ê äàííîìó ïðåäìåòó. Îáúÿñíèòü ÷òî-
ëèáî "íà ïàëüöàõ" òàê, ÷òîáû íåïîñâÿùåííîìó ñòàëà ïîíÿòíà ñóòü, âîîáùå ãîâîðÿ,
âïîëíå ïîñèëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ïðåïîäàâàòåëÿ. Îäíàêî ýòîãî ñîâåðøåííî íåäîñòàòî÷-
íî äëÿ ñòóäåíòà � áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà. Ñòóäåíò äîëæåí îâëàäåòü çíàíèÿìè íà
òàêîì óðîâíå, ÷òîáû îí ìîã ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèìåíÿòü èõ íà ïðàêòèêå. Äîñòèæå-
íèå òàêîãî óðîâíÿ � ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à, ðåøåíèå êîòîðîé çàâèñèò
â ïåðâóþ î÷åðåäü îò óñèëèé ñàìîãî ñòóäåíòà. Âåäü, êàê èçâåñòíî, "íàó÷èòü ÷åëî-
âåêà ÷åìó áû òî íè áûëî íåâîçìîæíî � ÷åëîâåê ìîæåò íàó÷èòüñÿ òîëüêî
ñàì." Â ñâÿçè ñ ýòèì îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ òàêîå èçëîæåíèå
ìàòåðèàëà, êîòîðîå ïîìîãëî áû ÷èòàòåëþ íå òîëüêî ïîíÿòü ñóòü ðàññìàòðèâàåìûõ
ÿâëåíèé, íî è ïîáóäèëî áû ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó èçó÷åíèþ ïðåäìåòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ñóòü ïðîáëåìû, îáñóäèì äâå çàäà÷è, êî-
òîðûå ïðåäëàãàëèñü íà Ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ â êà÷åñòâå çàäà÷ âñòóïèòåëü-
íîãî ýêçàìåíà. Ïåðâàÿ èç íèõ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â áî÷êå ñ âîäîé â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè ïëàâàåò ïðîáèðêà ìàññû M.
Â ïðîáèðêó ïàäàåò êóñî÷åê ïëàñòèëèíà ìàññû m. Ïðîëåòåâ ïî âåðòèêà-
ëè ðàññòîÿíèå h, îí ïðèëèïàåò êî äíó ïðîáèðêè. Ïðåíåáðåãàÿ òðåíèåì,
íàéòè ÷àñòîòó è àìïëèòóäó êîëåáàíèé ïðîáèðêè, åñëè ïëîùàäü åå ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà S.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âûçâàëî ó ñòóäåíòîâ-áèîôèçèêîâ 2-ãî êóðñà ñóùåñòâåííûå çà-
òðóäíåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ âåñüìà ïðîñòî, õîòÿ ýòà
ïðîñòîòà, êîíå÷íî, îñíîâàíà íà õîðîøåì ïîíèìàíèè ôèçèêè ÿâëåíèÿ.

Ñóòü ÿâëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïëàñòèëèíîâûé øàðèê, óïàâ íà äíî ïðî-
áèðêè, ïðèëèïàåò ê íåìó, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü óäàð øàðèêà î äíî
ïðîáèðêè àáñîëþòíî íåóïðóãèì (ñì. ðèñ.1). Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà,
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êîòîðûé, åñòåñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ â äàííîé ñèòóàöèè, ñðàçó çàïèøåì ðàâåíñòâî

mv = (m+M)V,

ãäå v - ñêîðîñòü øàðèêà â ìîìåíò óäàðà, V - ñêîðîñòü ïðîáèðêè ñ ïðèëèïøèì
øàðèêîì ñðàçó ïîñëå óäàðà. Â ñèëó òîãî, ÷òî øàðèê óïàë íà äíî ïðîáèðêè ñ âûñîòû
h, èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñðàçó ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè øàðèêà â
ìîìåíò óäàðà

v =
√

2gh,

ãäå g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñêîðîñòè ïðîáèðêè ñ
øàðèêîì ñðàçó ïîñëå óäàðà ïîëó÷èì âûðàæåíèå

V =
m

m+M

√
2gh.

Ýòî ñàìîå ïðîñòîå, òî, ÷òî ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè.

Ðèñ. 1: Ïëàñòèëèíîâûé øàðèê ïàäàåò â ïëàâàþùóþ ïðîáèðêó.[�g1]).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå ïàäåíèÿ øàðèêà â ïðîáèðêó âîçíèêíóò êîëåáàíèÿ ïðîáèð-
êè âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè. Â ñèëó òîãî, ÷òî ìû ïðåíåáðåãëè òðåíèåì êîëåáàíèÿ
ýòè áóäóò íåçàòóõàþùèìè. Êàêîâà ïðèðîäà âîçâðàùàþùåé ñèëû, îáóñëîâëèâàþùåé
ýòè êîëåáàíèÿ? Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî àðõèìåäîâà ñèëà. Çàêîí Àðõèìåäà ãëàñèò, ÷òî íà
òåëî, ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü, äåéñòâóåò âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ âåñó âûòåñ-
íåííîé æèäêîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àêêóðàòíî ââåñòè ýòó ñèëó â íàøó çàäà÷ó, ìû
äîëæíû ââåñòè ñíà÷àëà ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ó íàñ îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà, ò.ê. êîëåáàíèÿ
ñîâåðøàþòñÿ òîëüêî âîëü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Íàïðàâèì îñü z âäîëü ýòîé ïðÿ-
ìîé, çàäàâàÿ ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ.1. Òîãäà, ïîãðóæåíèå ïðîáèðêè íà ãëóáèíó z ïðèâåäåò ê âûòåñíåíèþ æèäêîñòè
â îáúåìå Sz, ãäå S - ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîáèðêè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåñ
âûòåñíåííîé æèäêîñòè áóäåò ðàâåí |FA| = ρgSz. Åñëè ïðîáèðêà ïóñòàÿ, òî ñèëà Àð-
õèìåäà óðàâíîâåñèò åå âåñ, êîãäà îíà ïîãðóçèòüñÿ íà ãëóáèíó z0 = L0. Îäíàêî (!),
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åñëè â ïðîáèðêå ëåæèò øàðèê, òî ñèëà Àðõèìåäà óðàâíîâåñèò åå ïðè ïîãðóæåíèè
íà áîëüøóþ âåëè÷èíó z1 = L1, ò.ê. ìàññà ïðîáèðêè ñ øàðèêîì áîëüøå, ÷åì ìàññà
ïóñòîé ïðîáèðêè. Ýòî âïîëíå î÷åâèäíî! Âìåñòå ñ òåì, èìåííî â ýòîì ïóíêòå ñîêðû-
òà "èçþìèíêà" ýòîé çàäà÷è, êîòîðóþ òðóäíî çàìåòèòü, åñëè íå âëàäåòü êóëüòóðîé
ôèçè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé íàì óäîáíî ïîìåùàòü íà÷àëî êîîðäè-
íàòíîé ñèñòåìû â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ îñöèëëÿòîðà. Äî
ïàäåíèÿ øàðèêà â ïðîáèðêó òàêîé òî÷êîé áûëà z0, îäíàêî, ïîñëå ïàäåíèÿ øàðèêà â
ïðîáèðêó è ïðèëèïàíèÿ ê åå äíó ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìãíîâåííî (!) èçìåíèëîñü,
ïåðåéäÿ â òî÷êó z1. Çäåñü, êîíå÷íî, âàæíî òî, ÷òî ãåîìåòðèÿ ñàìîé ïðîáèðêè íå èç-
ìåíèëàñü, à òîëüêî óâåëè÷èëàñü åå ýôôåêòèâíàÿ ìàññà. Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèÿ
ïðîáèðêè ñ øàðèêîì áóäóò ïðîèñõîäèòü îòíîñèòåëüíî òî÷êè z1. Òàêîå èçìåíåíèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè, êîòîðûé ìû ñâÿæåì ñ ìîìåíòîì ïàäåíèÿ øàðèêà â ïðîáèðêó, íàøà êîëå-
áàòåëüíàÿ ñèñòåìà � ïðîáèðêà ñ øàðèêîì, íàõîäèëàñü íå â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ,
à áûëà ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî íåãî íà âåëè÷èíó ∆z = L1 − L0.

Òåïåðü ìû îáëàäàåì âñåé íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèåé, ÷òîáû ïðèìåíèòü çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, íà îñíîâàíèè ÷åãî è îïðåäåëèì àìïëèòóäó êîëåáàíèé. Ïîìå-
ùàÿ íà÷àëî îòñ÷åòà äëÿ êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà â òî÷êó z1, ìû ìîæåì çàïèñàòü

1

2
ρgSz2m =

1

2
ρgS(∆z)2 +

1

2
(m+M)V 2,

ãäå zm èñêîìàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òî÷êè z1, à îñòàëüíûå
âåëè÷èíû íàì èçâåñòíû: L0 = M/(ρS), L1 = (m + M)/(ρS), ñëåäîâàòåëüíî,
∆z = m/(ρS). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè V è ïðîâîäÿ ýëåìåí-
òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

zm =

(
m

ρS

(
m

ρS
+

2mh

m+M

)) 1
2

.

×àñòîòà êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî, ò.ê. íàì èçâåñòåí êîýôôèöèåíò
"æåñòêîñòè" îñöèëëÿòîðà è åãî ìàññà. Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè
k = ρgS, ÷òî ñëåäóåò èç âèäà "óïðóãîé" ñèëû (ñèëû Àðõèìåäà) F = −kz = −ρgSz.
Çíàê ìèíóñ â ýòîì âûðàæåíèè îòðàæàåò âîçâðàùàþùåé õàðàêòåð "óïðóãîé" ñèëû:
åñëè ïðîáèðêà îïóñòèòñÿ íèæå îòìåòêè z1, òî âîçðàñòåò ñèëà Àðõèìåäà è âûòîëêíåò
åå îáðàòíî, åñëè æå ïðîáèðêà ïîäíèìåòñÿ âûøå ýòîé îòìåòêè, òî ñèëà Àðõèìåäà
ñòàíåò ìåíüøå âåñà ïðîáèðêè ñ øàðèêîì è îíà, ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà,
îïóñòèòñÿ îáðàòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé èìååò âèä

ω =

√
ρgS

m+M
.

Òàêèì îáðàçîì, "èçþìèíêà" ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â ó÷åòå ñìåùåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííàÿ "èçþìèíêà" . Èí-
òåðåñíî ñðàâíèòü íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû E0 = mgh è ýíåðãèþ êîëåáàíèé
Ev =

1
2
kz2m. Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè óñëîâèè

h <
m(m+M)

2ρSM

ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â îñöèëëÿòîðå, áóäåò ïðåâîñõîäèòü íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ, ò.å. áó-
äåò E0 < Ev. Ýòîìó óñëîâèþ ëåãêî óäîâëåòâîðèòü. Íàïðèìåð, ïðè m=10 ã, M=100
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ã, S=1ñì2, ρ = 1 ã/ñì3 (âîäà), ýòî ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ,
åñëè âûñîòà ïàäåíèÿ øàðèêà áóäåò ìåíüøå 5,5 ñì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ,
íåò ëè çäåñü ïðîòèâîðå÷èÿ ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè? Åñëè íåò, òî îòêóäà âîç-
íèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ýíåðãèÿ? Êóäà ýòà ýíåðãèÿ äåâàåòñÿ, åñëè âûñîòà ïàäåíèÿ
øàðèêà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêóþ îòìåòêó?

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ýíåðãåòè÷å-
ñêèé áàëàíñ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëèì òåïëîâûå ïîòåðè
Q ïðè íåóïðóãîì óäàðå øàðèêà î äíî ïðîáèðêè. Ýòî ëåãêî îöåíèòü, ò.ê. ìû çíàåì
íà÷àëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðîáèðêè ñ øàðèêîì, òîãäà

Q = mgh− 1

2
(m+M)V 2 = mgh− m2gh

m+M
=

M

m+M
mgh.

Ñóììà êîëåáàòåëüíîé è òåïëîâîé ýíåðãèé ðàâíà

Wfull =
1

2
kz2m +Q = mgh+

1

2
mg

m

ρS
.

Ýòî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ íàøåé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Çà ñ÷åò ÷åãî îíà âîçðîñëà? Î÷å-
âèäíî, ÷òî îíà âîçðîñëà áëàãîäàðÿ ðàáîòå ñèë òÿæåñòè è Àðõèìåäà, íî íà êàêîì
ó÷àñòêå ïóòè? Â ñèëó òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïóñòàÿ ïðîáèðêà áûëà óðàâ-
íîâåøåíà ñèëîé Àðõèìåäà, òî äâèæåíèå ñèñòåìû îáóñëîâëåíî òîëüêî ïîÿâëåíèåì
äîïîëíèòåëüíîé ìàññû - ìàññû øàðèêà. Ðàáîòà ýòèõ ñèë ñîâåðøàåòñÿ íà ïóòè ∆z,
ò.å.

A =

∆z∫

0

(mg − ρgSz)dz =
1

2
mg

m

ρS
.

Ñóììà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè øàðèêà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è ðàáîòà ñèë ðàâíà
ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû

mgh+ A = Wfull,

÷åì è èñ÷åðïûâàåòñÿ îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ýíåðãèÿìè E0 è Ev îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó âåëè÷èíàìè Q è A,
ò.å. ìåæäó òåïëîâûìè ïîòåðÿìè ïðè íåóïðóãîì óäàðå è ðàáîòîé ñèëû òÿæåñòè ïðî-
òèâ ñèëû Àðõèìåäà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ çàäà÷ó.
Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò äîñêà ìàññû M. Íà êî-
íåö äîñêè êëàäóò øàéáó ìàññû m, êîòîðîé óäàðîì ñîîáùàþò ñêîðîñòü v0
âäîëü äîñêè ê åå ïðîòèâîïîëîæíîìó êîíöó. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéáû
î äîñêó ðàâåí µ. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå îò èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ ïåðåìå-
ñòèòñÿ ïî äîñêå øàéáà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî øàéáà íå ñîñêàëüçûâàåò ñ
äîñêè?
Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè. Îä-
íàêî äëÿ èõ ãðàìîòíîãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî ÿñíî ïîíèìàòü ñóòü ôèçè÷åñêîãî
ÿâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â óñëîâèè ýòîé çàäà÷è. Ïîñòàâèì âîïðîñ, ÷òî áóäåò ïðî-
èñõîäèòü ïîñëå òîãî, êàê øàéáà îñòàíîâèòñÿ, îñòàâàÿñü íà äîñêå? Îòâåò î÷åâèäåí,
äîñêà âìåñòå ñ øàéáîé áóäóò äâèãàòüñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ò.ê. ìåæäó
äîñêîé è ñòîëîì íåò òðåíèÿ, ò.ê. ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ áóäåò
ïðîèñõîäèòü ýòî äâèæåíèå? Ïûòàÿñü îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ìîæíî ïðèéòè ê ïî-
íèìàíèþ òîãî, ÷òî â äàííîé çàäà÷å ìû èìååì äåëî ñ ñèòóàöèåé àáñîëþòíî íåóïðó-
ãîãî óäàðà, òîëüêî ñàì óäàð ðàñòÿíóò âî âðåìåíè, à ïåðåäà÷à èìïóëüñà çàìåäëåíà,
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ò.ê. îáóñëîâëèâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ, à íå ñèëàìè, ñâÿçàííûìè ñ äåôîðìàöèåé òåëà,
êàê ýòî áûâàåò îáû÷íî. Åñëè ýòî ïîíÿòü, òî âñå îñòàëüíîå ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî
òðèâèàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

mv0 = (m+M)V

ïîëó÷èì êîíå÷íóþ ñêîðîñòü äîñêè ñ øàéáîé

V =
m

m+M
v0.

Òåïëîâîé ýôôåêò ñîóäàðåíèÿ ñîñòàâèò âåëè÷èíó

Q =
1

2
mv20 −

1

2
(m+M)V 2 =

1

2
mv20

M

m+M
.

Ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà ðàáîòå ñèëû òðåíèÿ Afric = µmgL ìåæäó øàéáîé è äîñêîé, ò.å.

µmgL =
1

2
mv20

M

m+M
,

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì
L =

Mv20
2µg(m+M)

.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò, ÷òî (1) ôèçè÷åñêèå çàäà÷è ðåøà-
þòñÿ íå "ïî ôîðìóëå" , ÷òî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñëûøàòü, à ïðè ïîìîùè ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî çíàòü, (2) äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è òðåáóåò-
ñÿ ÿñíîå ïîíèìàíèå ñóòè äàííîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, (3) íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî
ñâîáîäíîå âëàäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì è (4) ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî óìåòü
ðàññóæäàòü, ò.å. ìûñëèòü ëîãè÷åñêè, çàäàâàÿ ñåáå îïðåäåëåííûå âîïðîñû è íàõîäÿ
îòâåòû íà íèõ.
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Ãëàâà 1

Ôîðìàëèçì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè

1.1 Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî âû÷èñëåíèÿ
Ñóùåñòâóåò êëàññ çàäà÷, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî íàçâàòü "çàäà÷è íà ýêñòðåìóì".
Íàïðèìåð, íàéòè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó çàäàííûìè òî÷êàìè íà íåêîòî-
ðîé ïîâåðõíîñòè, èëè âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, îáðàçóåìóþ
êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè, èëè, íàïðèìåð, èçâåñòíàÿ çàäà÷à î
áðàõèñòîõðîíå. Ïîäîáíûå çàäà÷è ðåøàþò ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ
êðèâóþ y(x), êîòîðàÿ íà îòðåçêå x1 6 x 6 x2 ðåàëèçóåò ýêñòðåìóì êðèâîëèíåé-
íîãî èíòåãðàëà îò çàäàííîé ôóíêöèè f(y, y′, x), ãäå y′ = dy/dx. Òàêèì îáðàçîì,
íàäî íàéòè ýêñòðåìóì èíòåãðàëà S

S =

x2∫

x1

f(y, y′, x)dx.

Âåëè÷èíà S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé âèä òàê íàçûâàåìîãî ôóíêöèîíàëà.
Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíà v íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì, çàâèñÿùèì îò ôóíê-

öèè y(x) (îáîçíà÷àåòñÿ v = v[y(x)]), åñëè êàæäîé ôóíêöèè y(x) èç íåêîòîðîãî
êëàññà ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî v. Ïðèðàùåíèåì èëè âàðèàöèåé δy àðãó-
ìåíòà y(x) ôóíêöèîíàëà v[y(x)] íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè
δy = y(x) − y1(x), ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y(x) ìåíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî â
íåêîòîðîì êëàññå ôóíêöèé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òàêèå êðèâûå y(x), êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç çàäàííûå
òî÷êè x1 è x2, ò. å. ∀ y(x) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

y(x1) = y1, y(x2) = y2.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ

y(x, β) = y(x, 0) + βη(x),

ãäå η(x) - ëþáàÿ ôóíêöèÿ x, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè x = x1 è x = x2, ò. å.

η(x1) = η(x2) = 0.
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Ôóíêöèÿ y(x, β) íàçûâàåòñÿ ïðîáíîé ôóíêöèåé, à èñêîìàÿ ôóíêöèÿ y(x) ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðîáíîé ïðè β = 0. Äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè èíòåãðàë S áóäåò ïàðàìåòðè÷åñêè
çàâèñåòü îò β, ò. å.

S(β) =

x2∫

x1

f [y(x, β), y′(x, β), x]dx.

Óñëîâèå ýêñòðåìóìà ýòîãî èíòåãðàëà, êàê ôóíêöèè β, èìååò âèä
(
∂S

∂β

)

β=0

= 0.

Ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

∂S

∂β
=

x2∫

x1

[
∂f

∂y

∂y

∂β
+

∂f

∂y′
∂y′

∂β

]
dx.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî è, ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-
ñòÿì, ïîëó÷èì

x2∫

x1

∂f

∂y′
∂y′

∂β
dx =

x2∫

x1

∂f

∂y′
∂2y

∂β∂x
dx =

∂f

∂y′
∂y

∂β

∣∣∣∣
x2

x1

−
x2∫

x1

d

dx

(
∂f

∂y′

)
∂y

∂β
dx.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå êðèâûå ñåìåéñòâà y(x, β) ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2),
êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæàò èñêîìîé êðèâîé, òî ýòè òî÷êè íåïîäâèæíû
ïî ïàðàìåòðó β è, ñëåäîâàòåëüíî,

∂y

∂β

∣∣∣∣
x1

=
∂y

∂β

∣∣∣∣
x2

= 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

∂S

∂β
=

x2∫

x1

[
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′

]
∂y

∂β
dx.

Ïî ñâîåìó ñìûñëó âàðèàöèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îò äèôôåðåíöèàëà, ò. å.

δS =

(
∂S

∂β

)∣∣∣∣
β=0

δβ

δy =

(
∂y

∂β

)∣∣∣∣
β=0

δβ

δy′ =
(
∂y′

∂β

)∣∣∣∣
β=0

δβ

Òîãäà, ïîëó÷èì

δS =

(
∂S

∂β

)∣∣∣∣
β=0

δβ =

x2∫

x1

[
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′

](
∂y

∂β

)

β=0

δβ dx
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èëè, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ δy,

δS =

x2∫

x1

[
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′

]
δydx.

Â ñèëó òîãî, ÷òî δy ïðîèçâîëüíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè y(x), ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè âà-
ðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà β îêîëî çíà÷åíèÿ β = 0, òî δS áóäåò ðàâíî íóëþ ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèÿ

∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
= 0 (1.1)

Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà (áû-
ëî îïóáëèêîâàíî â 1744 ãîäó). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë S áóäåò èìåòü ýêñòðåìóì
òîëüêî äëÿ òàêèõ êðèâûõ y(x), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ýéëåðà. Èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà y = y(x,C1, C2) íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè.

×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå Ýéëåðà â ðàçâåð-
íóòîì âèäå

fy − fy′x − fy′yy
′ − fy′y′y

′′ = 0.

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò ÿâíî îò x, ò. å. f = f(y, y′).
Â ýòîì ñëó÷àå fy′x = 0 è óðàâíåíèå Ýéëåðà óïðîùàåòñÿ

fy − fy′yy
′ − fy′y′y

′′ = 0.

Äîìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà y′, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ñâî-
ðà÷èâàåòñÿ â áîëåå êîìïàêòíîå

d

dx
(f − y′fy′) = 0,

÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
ôóíêöèÿ f ÿâíî íå çàâèñèò îò x, òî óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

f − y′fy′ = C1, (1.2)

ãäå C1 - ïîñòîÿííàÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ñîäåðæèò
ÿâíî x, òî äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ïóòåì ðàçðåøåíèÿ
åãî îòíîñèòåëüíî y′ è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ èëè ïóòåì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà (ò.å.
çàìåíîé ïåðåìåííîé).
2. Åñëè f çàâèñèò òîëüêî îò y′, ò.å. f = f(y′), òî óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä

fy′y′y
′′ = 0,

êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ

y′′ = 0,

èìåþùåå ðåøåíèå
y(x) = C1x+ C2,

è óðàâíåíèå
fy′y′(y

′) = 0,
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èìåþùåå ðåøåíèå
y(x) = kx+ C.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå f = f(y′) ýêñòðåìàëÿìè ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ïðÿìûå ëèíèè. Êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ
÷åðåç çàäàííûå òî÷êè.
3. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâíî íå çàâèñèò îò y, ò.å. f = f(x, y′), òî óðàâíåíèå Ýéëåðà
ïðèíèìàåò âèä

d

dx
fy′ = 0,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò ïåðâûé èíòåãðàë

fy′ = C1.

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè f(x, y′).
Ïðèìåðû.
1. Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè.

Ýëåìåíò äóãè ïëîñêîé êðèâîé

ds =
√

dx2 + dy2 =

√
1 + y′2dx.

Ïîëíàÿ äëèíà

S =

2∫

1

ds =

x2∫

x1

√
1 + y′2dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f =
√

1 + y′2. Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëü-
êî îò y′, òî ýêñòðåìàëÿìè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà áóäóò ïðÿìûå

y = C1x+ C2.

Êðèâûå, ðåàëèçóþùèå êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè çàäàííîé ïî-
âåðõíîñòè, íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè ýòîé ïîâåðõíîñòè.

2. Ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àåìóþ âðàùåíèåì íåêîòîðîé êðèâîé y(x), ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè, âîêðóã îñè y: (x1, y1); (x2, y2). Íàäî íàéòè òàêóþ
êðèâóþ y(x), äëÿ êîòîðîé ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ôèãóðû âðàùåíèÿ áóäåò ìèíèìàëü-
íîé.

Ïëîùàäü ýëåìåíòàðíîé ïîëîñêè ïîâåðõíîñòè ôèãóðû âðàùåíèÿ ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàäèóñà x è âûñîòîé dh =√

1 + y′2dx, ò.å.
ds = 2πx

√
1 + y′2dx.

Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè áóäåò

S = 2π

2∫

1

x

√
1 + y′2dx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f = x
√

1 + y′2 ÿâíî íå çàâèñèò îò y. Òîãäà, ò.ê.

fy′ =
xy′√
1 + y′2

,
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ñðàçó ïîëó÷àåì
xy′√
1 + y′2

= C1.

Ïðîèçâåäÿ î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèäåì ê èíòåãðàëó

y(x) = C1

∫
dx√
x2−C2

1

= −i C1

∫
dx√
C2

1−x2
=

= i C1 arccos
(

x
C1

)
= C1 arch

(
x
C1

)
+ C2,

ãäå èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå arch x = i arccos x (â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíå-
íèÿ äîêàæèòå ýòî ñîîòíîøåíèå). Äàëåå ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

x = C1ch

(
y − C2

C1

)
,

êîòîðîå íîñèò íàçâàíèå öåïíîé ëèíèè, ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííûå èõ âðàùåíèåì
íàçûâàþòñÿ êàòåíîèäàìè. Êîíñòàíòû C1 è C2 îïðåäåëÿþò èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ
êðèâîé ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè.

3. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå.
Ïóñòü òî÷êà ìàññîé m ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ñêîëüçèò ïî íåêîòîðîé êðè-
âîé ïîä äåéñòâèåì ñâîåãî âåñà. Êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè. Íàäî
íàéòè êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ ýòè òî÷êè, òàêóþ, ÷òîáû äâèæåíèå ïî íåé îò âåðõíåé
òî÷êè äî íèæíåé ñîâåðøàëîñü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü ÷åðåç v, òîãäà âðåìÿ dt äâèæåíèÿ âäîëü äóãè ds áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ êàê dt = ds/v, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò

t =

2∫

1

ds

v
.

Âåëè÷èíó ñêîðîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

1

2
mv2 = mgy ⇒ v =

√
2gy.

Äëèíà äóãè ðàâíà ds =
√

1 + y′2dx, ñëåäîâàòåëüíî,

t =
1√
2g

2∫

1

√
1 + y′2√

y
dx.

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè f

f(y, y′) =

√
1 + y′2

y
,

è, êàê âèäíî, îíà íå çàâèñèò ÿâíî îò àðãóìåíòà x. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå Ýéëåðà
èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

f − y′fy′ = C.
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Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ, fy′ = y′/
√

y(1 + y′2), ïîäñòàâèâ ÿâíûé âèä ôóíêöèé â ýòî
óðàâíåíèå è ïðîâåäÿ î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

y(1 + y′2) = C1,

ãäå C1 = 1/C. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì èíòåãðàë

x =

∫
dy√
C1

y
− 1

,

êîòîðûé ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = C1 sin
2 z ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó

x = 2C1

∫
sin2 z dz =

C1

2
(2z − sin 2z) + C2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå êðèâîé â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

x− C2 =
C1

2
(2z − sin 2z) ,

y =
C1

2
(1− cos 2z) .

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå 2z = t, à òàêæå ïðèíÿòü, ÷òî ïðè z = t = 0 òî÷êà íàõî-
äèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò x = 0, y = 0, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî C2 = 0, òî ïîëó÷èì
óðàâíåíèå ñåìåéñòâà öèêëîèä â îáû÷íîé ôîðìå

x =
C1

2
(t− sin t) ,

y =
C1

2
(1− cos t) .

4. Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå.
Íàéòè êðàò÷àéøóþ êðèâóþ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ñôåðå ðàäèóñà R. Äëÿ ýòî-
ãî íàäî âûðàçèòü äëèíó äóãè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ÷åðåç óãëîâûå ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ϑ, ϕ

ds =
√

(Rdϑ)2 + (R sinϑdϕ)2 = R

√
1 + sin2 ϑϕ′2 dϑ,

ãäå ϕ′ = dϕ/dϑ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ èìååò âèä

f(ϕ′, ϑ) =
√

1 + sin2 ϑϕ′2,

ò.å. çàâèñèò òîëüêî îò àðãóìåíòà ϑ (àíàëîã x) è ïðîèçâîäíîé ϕ′, íî íå çàâèñèò ÿâíî
îò ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñðàçó âûïèñàòü ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

fϕ′ =
ϕ′ sin2 ϑ

f
= C1

Îòñþäà ñëåäóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé: ïðè C1 = 0 ïîëó÷àåì êîîðäèíàòíûå ëèíèè ϕ =
const, ÿâëÿþùèåñÿ ìåðèäèàíàìè ñôåðû. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå êðèâûå,
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íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñôåðû,
ÿâëÿþòñÿ äóãè åå ìåðèäèàíîâ (áîëüøèõ êðóãîâ).

Â îáùåì ñëó÷àå C1 6= 0, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèè f è âîçâîäÿ â êâàäðàò
îáå ÷àñòè ïåðâîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ϕ′ =
C1

sinϑ
√

sin2 ϑ− C2
1

.

Òàêîå æå óðàâíåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé êîîðäèíàòû âûáðàòü
àçèìóòàëüíûé óãîë ϕ. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàñò ÿâíûé âèä ôóíêöèè
ϕ(ϑ), îïðåäåëÿþùåé óðàâíåíèÿ ëèíèé íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû, âäîëü êîòîðûõ ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè òî÷êàìè íà ýòîé ñôåðå áóäåò ìèíèìàëüíûì. Â
ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì.

ϕ(ϑ) = − arcsin

(
C1√
1− C2

1

ctgϑ

)
+ C2,

ãäå C2 - âòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ïîëÿðíîãî óãëà óäî-
âëåòâîðÿþò ñòðîãèì íåðàâåíñòâàì 0 < ϑ < π. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíèè ϕ(ϑ)
îïèñûâàþò äóãè áîëüøèõ êðóãîâ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Òàêèì îáðàçîì, ãåîäå-
çè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ñôåðå ÿâëÿþòñÿ äóãè áîëüøèõ êðóãîâ, â ÷àñòíîñòè, äóãè
ìåðèäèàíîâ èëè ýêâàòîðà.

Ïîäñòàâëÿÿ ϕ′ â âûðàæåíèå ôóíêöèè f , ìîæíî âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíîå ðàññòî-
ÿíèå ìåäó çàäàííûìè òî÷êàìè íà ñôåðå. Âûáèðàÿ ïîäñòàíîâêó cosϑ = x, ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà S

S =

∫
ds = −R

∫
dx√

1− C2
1 − x2

= −R arcsin

(
cosϑ√
1− C2

1

)
+ C3.

1.2 Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà
1.2.1 Ñòåïåíè ñâîáîäû, ñâÿçè, îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è ïå-

ðåìåùåíèÿ.
Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ñâîáîäíî äâèæóùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå, èìååò òðè ñòåïåíè ñâî-
áîäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìî òðè íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàòû.
Ñîîòâåòñòâåííî, äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, ñâîáîäíî äâèæóùèåñÿ â ïðîñòðàíñòâå,
èìåþò øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî, åñëè äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ñâÿçàíû
íåâåñîìûì æåñòêèì ñòåðæíåì, òî îíè â ñâîáîäíîì äâèæåíèè èìåþò ïÿòü ñòåïå-
íåé ñâîáîäû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðâóþ òî÷êó ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñâîáîäíîé, òî
âòîðàÿ òî÷êà íå áóäåò ñâîáîäíîé, ò.ê. äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà øàðîâîé ïîâåðõíîñòè,
îïèñàííîé âîêðóã ïåðâîé òî÷êè ðàäèóñîì, ðàâíûì äëèíå ñòåðæíÿ (èëè íàîáîðîò).
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñâÿçè (èëè ñâÿçü) îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïî ñâîåé ïðèðîäå ñâÿçè - ýòî ñèëû, äåéñòâóþùèå
ìåæäó íåêîòîðûìè òî÷êàìè, âõîäÿùèìè â ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ñâÿçè ìîãóò ñó-
ùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ ïî ñâîåìó õàðàêòåðó.

Êëàññèôèêàöèÿ ñâÿçåé.
1. Ãîëîíîìíûå èëè èíòåãðèðóåìûå ñâÿçè. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå ñâÿçÿ-
ìè íà ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ìîãóò áûòü âûðàæåíû
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â âèäå ðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû è âðåìÿ, ò.å.

f(~r1, ~r2, ..., ~rn, t) = 0,

òî òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ ãîëîíîìíûìè. Òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ áûëà ââåäåíà Ãåð-
öåì è îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ãðå÷åñêîå holos òîæäåñòâåííî ëàòèíñêîìó intrger, ò.å.
öåëûé (èëè èíòåãðèðóåìûé). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâÿçü íàçûâàåòñÿ íåãîëîíîìíîé.
2. Åñëè âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñâÿçü, íå ñîäåðæèò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè, òî òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - íåñòàöèî-
íàðíûìè èëè ðåîíîìíûìè.
3. Åñëè óðàâíåíèå ñâÿçè âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì, òî ñâÿçè íàçûâàþòñÿ óäåðæèâàþ-
ùèìè èëè äâóñòîðîííèìè. Åñëè æå ñâÿçü çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì, òî îíà íàçûâàåòñÿ
íåóäåðæèâàþùåé èëè îäíîñòîðîííåé.

×òî âíîñÿò ñâÿçè â çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû? Âî-
ïåðâûõ, åñëè íàëàãàþòñÿ ñâÿçè, òî íå âñå êîîðäèíàòû òî÷åê ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íå âñå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷åê ñèñòåìû áóäóò
íåçàâèñèìûìè. Âî-âòîðûõ, ñèëû, îïðåäåëÿþùèå ñâÿçè, a priori íå çàäàíû è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îíè ñàìè äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Äëÿ ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé ïåðâàÿ ïðîáëåìà ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ òàê
íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ñèñòåìà èç N ñâîáîäíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê èìååò 3N íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò. Â ñëó÷àå ñèñòåìû N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,
íà êîîðäèíàòû êîòîðûõ íàëîæåíî r óñëîâèé ñâÿçè, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò
ðàâíî

k = 3N − r.

×èñëî íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû.
Òàêèå êîîðäèíàòû íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè. Íà-
ïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà óäîáíîé êîîðäèíàòîé
ÿâëÿåòñÿ óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, èìåþùåé k ñòåïåíåé ñâîáîäû, ââîäÿò k íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðûå è íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè

q1, q2, ..., qk.

Îáîáùåííûå êîîðäèíàòû íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè.
Âîïðîñû.

1. Êàêèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îáëàäàåò ñâîáîäíî äâèæóùååñÿ òâåðäîå òåëî?
2. Êàêèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îáëàäàåò âîë÷îê íà ïëîñêîñòè? âîë÷îê íà
ïëîñêîñòè ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé?
3. Êàêèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îáëàäàåò äåôîðìèðóåìîå òâåðäîå òåëî èëè
æèäêîñòü?

Êëàññèôèêàöèÿ ïåðåìåùåíèé.
Ðàçëè÷àþò äåéñòâèòåëüíûå, âîçìîæíûå è âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîÿñíèì ýòè ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå îäíîé òî÷êè, íà êîòîðóþ äåé-
ñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà ~F è åå äâèæåíèå îãðàíè÷åíî îäíîé ãîëîíîìíîé óäåðæèâàþùåé
ñâÿçüþ, çàäàâàåìîé óñëîâèåì

f(~r, t) = 0.

Äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì d~r òî÷êè íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîå ïåðåìå-
ùåíèå ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé ñèëû ~F è ñèë ñâÿçè ~R, ñîâåðøàåìîå çà âðåìÿ dt.

15



Ýòî ïåðåìåùåíèå ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ è óðàâíåíèåì
ñâÿçè

m~̈r = ~F + ~R,

f(~r, t) = 0.

Âîçìîæíûì ïåðåìåùåíèåì d~r òî÷êè íàçûâàåòñÿ ïåðåìåùåíèå äîïóñêàåìîå ñâÿ-
çüþ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû, ñîâåðøàåìîå çà âðåìÿ dt. Ñëåäîâàòåëüíî, äåé-
ñòâèòåëüíîå ïåðåìåùåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ. Âîçìîæíûå ïåðå-
ìåùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî óðàâíåíèþ ñâÿçè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
êîòîðîìó ïîä÷èíÿþòñÿ âîçìîæíûå ïåðåìåùåíèÿ, ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè
ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà

df = ~∇fd~r +
∂f

∂t
dt = 0.

Âèðòóàëüíûì ïåðåìåùåíèåì δ~r íàçûâàåòñÿ âîîáðàæàåìîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ïå-
ðåìåùåíèå òî÷êè, äîïóñêàåìîå ñâÿçüþ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî èçìåíåíèå ñâÿçè âî âðåìåíè ìûñëåííî ïðåêðàùàåòñÿ, ñâÿçü êàê-áóäòî íå èç-
ìåíÿåòñÿ. Âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ íå ïðîèñõîäÿò, òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì
êàêèõ-ëèáî ñèë è íå èìåþò äëèòåëüíîñòè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó
ïîä÷èíÿþòñÿ âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïðè óñëîâèè
ðàâåíñòâà íóëþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ò.å.

δf = ~∇fδ~r = 0

1.2.2 Ïðèíöèï âèðòóàëüíîé ðàáîòû
Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Òàêîå ðàâ-
íîâåñèå ñîçäàåòñÿ ñèëàìè (ðåàêöèÿìè), äåéñòâóþùèìè âíóòðè ñèñòåìû, ò.å. ñâÿçÿ-
ìè. Ìû ìîæåì ìûñëåííî âîîáðàçèòü âñå âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, äîïóñêàåìûå
ñâÿçÿìè, äåéñòâóþùèìè â ñèñòåìå. Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî ðàáîòà ñèë íà òàêèõ ïå-
ðåìåùåíèÿõ áóäåò ðàâíà íóëþ, ò.ê. â äåéñòâèòåëüíîñòè íèêàêîãî äâèæåíèÿ íåò.
Ýòîò âûâîä îñíîâàí, â äåéñòâèòåëüíîñòè, íà ïðèìåíåíèè òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà:
â ñèëó òîãî, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ëþáàÿ ñèëà ~R, äåéñòâóþùàÿ â
ýòîé ñèñòåìå, óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé −~R. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ ðàáîòà ýòèõ
ñèë áóäåò ðàâíà íóëþ. Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ, ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ïîñòóëàò:äëÿ êàæäîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñèë ñâÿçåé (ðåàêöèé) ðàâíà íóëþ, ò.å

~R~δr = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêóþ æå ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, íî ïîäâåðãàþùóþñÿ äåé-
ñòâèþ âíåøíèõ ñèë ~F è, òåì íå ìåíåå, îñòàþùóþñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèñòåìà âíóòðåííå íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì íàïðÿæåííîì ñîñòî-
ÿíèè, íî, òåì íå ìåíåå, íèêàêîãî äâèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíÿÿ
ñèëà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ñ ñèëàìè ñâÿçåé â êàæäîé òî÷êå èõ ïðèëîæåíèÿ, ò.å.

~F + ~R = 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñèëû ñâÿçåé â ðàâíîâåñèè ñóììàðíî íå ïðîèçâîäÿò âèðòóàëüíîé
ðàáîòû, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà âíåøíèõ ñèë òàêæå ðàâíà
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íóëþ, åñëè ñèñòåìà, ê êîòîðîé îíè ïðèëîæåíû íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè,
ò.å.

δA = ~F ~δr = 0.

Ýòèì âûðàæàåòñÿ ïðèíöèï âèðòóàëüíîé ðàáîòû, êîòîðûé áûë ñôîðìóëèðîâàí Äà-
ëàìáåðîì, îäíàêî ïîëó÷èë ñòàòóñ íàèáîëåå îáùåãî ïðèíöèïà ðàâíîâåñèÿ â "Àíàëè-
òè÷åñêîé ìåõàíèêå" Ëàãðàíæà. Äëÿ ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé ðàáîòû íå èìååò çíà-
÷åíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè ñâÿçè ãîëîíîìíûìè èëè íåò. Â ñèëó ýòîãî ìîæíî ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïðèíöèïà èñêëþ÷èòü îäíó ñâÿçü, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, èíòåãðèðóåìî ëè
óñëîâèå ñâÿçè èëè íåò.

Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé ðàáîòû. Ðàñ-
ñìîòðèì ðû÷àã Àðõèìåäà, ñïîñîáíûé âðàùàòüñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè (â ýòîì
ñëó÷àå îí èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû). Ïóñòü ðû÷àã íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Âèð-
òóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ðû÷àãà, äîïóñêàåìîå ñâÿçüþ, åñòü ïîâîðîò âîêðóã îñè íà
óãîë δϕ. Òî÷êè ðû÷àãà èñïûòàþò ïðè ýòîì âèðòóàëüíîå ëèíåéíîå ïåðåìåùåíèå
ïåðïåíäèêóëÿðíîå ðû÷àãó δs = l δϕ, ãäå l - ðàññòîÿíèå îò îñè âäîëü ðû÷àãà äî
äàííîé òî÷êè (íàïîìíèì,âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì).
Ïîñòàâèì âîïðîñ, êàêóþ ðàáîòó ïðè ýòîì ñîâåðøèò ñèëà ~F?.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ðàáîòà åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèëû íà ïåðåìåùå-
íèå òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà ðàâíà

δA = F⊥δs = F⊥l δϕ,

ãäå F⊥ - êîìïîíåíòà ñèëû, ïàðàëëåëüíàÿ ~δs, èëè ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðû÷àãó.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè ìî-

æåò áûòü îïðåäåëåí êàê îòíîøåíèå âèðòóàëüíîé ðàáîòû ýòîé ñèëû ê âèðòóàëü-
íîìó óãëîâîìó ïîâîðîòó ñòåðæíÿ, ñîâåðøàåìîìó ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû

| ~M | = δA

δϕ
= l F⊥.

Ýòèì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ìîìåíòà ñèëû è ïîíÿòèåì âèðòó-
àëüíîé ðàáîòû, ââåäåííîì äëÿ ñîñòîÿíèé ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

1.2.3 Ïðèíöèï Äàëàìáåðà
Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó íüþòîíà

~F + ~R = m ~̈r.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå â ôîðìå

~F −m ~̈r + ~R = 0,

òî, ôîðìàëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó âèðòóàëüíîé ðàáîòû, áóäåì èìåòü

(
~F −m ~̈r

)
δ~r = 0.

Ýòî è åñòü óïðîùåííàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà Äàëàìáåðà.
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Îñíîâíàÿ öåëü, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðèíöèïà çàêëþ÷àåòñÿ,
âî-ïåðâûõ, â òîì, ÷òî çàäà÷è äèíàìèêè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì
ðàâíîâåñèÿ, à, âî-âòîðûõ,â òîì, ÷òî ââîäÿòñÿ òàê íàçûâàåìûõ ñèë èíåðöèè (íåêèõ
ôèêòèâíûõ ñèë). Ïîñëåäíåå îêàçàëîñü î÷åíü óäîáíûì äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ çàäà÷.
Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, áûëè ââåäåíû öåíòðîáåæíûå ñèëû èíåðöèè, ñèëà Êî-
ðèîëèñà, ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû è äð. Ìû íå áóäåì çäåñü ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ
íà ýòîì âîïðîñå.

Ïðèíöèï Äàëàìáåðà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì.
Îí èñõîäèò èç ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ìãíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, êîòîðîå ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñìåæíûìè åå ñîñòîÿíèÿìè, âîçíèêàþùèìè èç ïðåäû-
äóùåãî â ðåçóëüòàòå âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ.

1.2.4 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà
Ïðîñòðàíñòâî êîíôèãóðàöèé. Â êàæäûé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè êîíôèãó-
ðàöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò

q1, q2, ..., qn.

Åñëè ñîïîñòàâèòü ýòèì ÷èñëàì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, òî íàáîð ýòèõ çíà÷åíèé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò îïðåäåëÿòü òî÷êó
â ýòîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èëè ïðîñòðàíñòâå êîíôèãóðàöèé. Ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ìåíÿþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíÿåòñÿ ïîëîæåíèå òî÷êè
â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Îíà îïèñûâàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ. Ýòà òî÷êà
íàçûâàåòñÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êîé, à êðèâóþ, îïèñûâàåìóþ ýòîé òî÷êîé, ìîæíî íà-
çâàòü òðàåêòîðèåé èçîáðàæàþùåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå êîíôèãóðàöèé. Äâèæåíèå
èçîáðàæàþùåé òî÷êè èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìîæåò ïðîèñ-
õîäèòü ïî ðàçíûì òðàåêòîðèÿì. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî êàêîé òðàåêòîðèè ïðîèñõîäèò
èñòèííîå äâèæåíèå êîíêðåòíîé ñèñòåìû? Íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îòâå-
òèòü ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ. Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíóþ x1(t1) è êîíå÷íóþ x2(t2) òî÷-
êè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç êîòîðûå äîëæíû ïðîõîäèòü âñå òðàåê-
òîðèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðåõîä ñèñòåìû
èç êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x1 â êîíêðåòíîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå x2, ñî-
âåðøàåìîå ñèñòåìîé çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t = t2−t1. Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êè x1 è x2 ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, ò.å. äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé âûïîëíÿþòñÿ âà-
ðèàöèîííûå óñëîâèÿ

δx1 = δx2 = 0

èëè, èíà÷å, äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèîííîé òðàåêòîðèè âàðèàöèÿ â íà÷àëüíûé è
êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ò.å.

δx = 0 ïðè t = t1 è t = t2.

Äðóãèì âàæíûì óñëîâèåì, ïðåäëîæåííûì Ãàìèëüòîíîì, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû
òàêæå íå âàðüèðóåì âðåìÿ, ò.å.

δt = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàåì âñå ïîëîæåíèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êè íà âñåõ åå êîíôèãóðàöèîííûõ òðàåêòîðèÿõ, êàê íà äåéñòâèòåëüíîé (êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé), òàê è íà âèðòóàëüíûõ.
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Âûâîä èç ïðèíöèïà Äàëàìáåðà. Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòî-
ÿùóþ èç n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì r
ñâÿçÿìè. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äàëàìáåðà èìååì

n∑

k=1

([Fxk −mkẍk]δxk + [Fyk −mkÿk]δyk + [Fzk −mkz̈k]δzk) = 0.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëàãàåìîå, âðåìåííî îïóñêàÿ èíäåêñ k,

ẍδx =
d

dt
(ẋδx)− ẋ

d

dt
(δx).

Âîïðîñ, ÷òî îçíà÷àåò ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò âàðèàöèè êîîðäèíàòû, d
dt
(δx)?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ñðàâíèì ìåæäó ñîáîé íå òîëüêî èñòèííóþ òðàåêòîðèþ
ñ âèðòóàëüíîé (ò.å. x è x + δx), íî òàêæå ñêîðîñòè âäîëü èñòèííîé òðàåêòîðèè è
âèðòóàëüíîé (ò.å. ẋ ẋ+δẋ) â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè t. Ñêîðîñòü ẋ+δẋ âäîëü
âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèè, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà

ẋ+ δẋ =
d

dt
(x+ δx) = ẋ+

d

dt
(δx).

Ñðàâíèâàÿ íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå âûðàæåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî
d

dt
(δx) = δẋ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòü

ẍδx =
d

dt
(ẋδx)− ẋδẋ =

d

dt
(ẋδx)− 1

2
δ(ẋ2).

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âñåõ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâèì
ñóììó â âèäå

d
dt

∑
mk (ẋkδxk + ẏkδyk + żkδzk) =

=
∑ mk

2
δ (ẋ2

k + ẏ2k + ż2k) +
∑

(Fxkδxk + Fykδyk + Fzkδzk) .

Âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà δA âíåøíèõ
ñèë íà ðàññìàòðèâàåìûõ âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ. Ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè
ÿâëÿåòñÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, âàðèàöèåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

T =
∑ mk

2

(
ẋ2
k + ẏ2k + ż2k

)
.

Ó÷èòûâàÿ ýòîãî, èç ïðèíöèïà Äàëàìáåðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
d

dt

∑
mk (ẋkδxk + ẏkδyk + żkδzk) = δT + δA.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî âðåìåíè â ïðåäåëàõ îò t1 äî t2. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàòèòñÿ â íîëü, ò.ê. âàðèàöèÿ êîîðäèíàò â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè, ïî óñëîâèþ,
ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì

t2∫

t1

(δT + δA)dt = 0
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èëè

δ

t2∫

t1

Tdt+

t2∫

t1

δA dt = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ íåêîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì. Åñëè æå âíåøíèå ñèëû ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè, òî òîãäà ðàáîòà
ýòèõ ñèë áóäåò "ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ" ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåì è ìîæíî áóäåò ââåñòè
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ U . Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë äëÿ âèðòóàëüíîé ðàáîòû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ∫

δA dt = −
∫

δU dt = −δ

∫
U dt.

Äëÿ òàêèõ ñèë ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ïðèíèìàåò êëàññè÷åñêè ïðîñòóþ ôîðìó

δ

t2∫

t1

(T − U)dt = 0.

Âûðàæåíèå
L(q, q̇, t) = T − U

ïîëó÷èëî íàçâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà èëè ëàãðàíæèàíà, à èíòåãðàë

S =

t2∫

t1

L(q, q̇, t)dt

ïîëó÷èë íàçâàíèå ôóíêöèè äåéñòâèÿ.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãàìèëüòîíà, èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òàêîé, êîãäà ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ
Ýéëåðà

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
,

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà.

1.3 Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

1.4 Îáîáùåííî-ïîòåíöèàëüíûå ñèëû
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Ãëàâà 2

Çàäà÷à äâóõ òåë
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Ãëàâà 3

Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà
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Ãëàâà 4

Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà
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Ãëàâà 5

Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñî ìíîãèìè
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

5.1 Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû è íîðìàëüíûå ÷àñòî-
òû ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Îáùåå êîëåáàòåëü-
íîå äâèæåíèå òàêîé ñèñòåìû ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì êîëåáàíèÿ îäíîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî áëàãîäàðÿ ñâÿçÿì ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè èõ ñìå-
ùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â
ïðîöåññå îáùåãî êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ àì-
ïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé êàæäîãî îòäåëüíîãî îñöèëëÿòîðà èçìåíÿþòñÿ. Ïî-
ýòîìó îáùàÿ êàðòèíà êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé.
Îäíàêî ýòî ñëîæíîå äâèæåíèå ìîæíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñàòü, åñëè ââåñòè íåêî-
òîðûå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïîÿñíèì ïîíÿòèå íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò íà ïðèìåðå äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèë-
ëÿòîðîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà äâóõ
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñóíêå 12.1À. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äâà ãðóçèêà ìàññîé m1 è m2, êîòîðûå ñîåäèíåíû ñ íåïîäâèæíûìè ñòåíêàìè
ïðóæèíêàìè æåñòêîñòü k1 è k2, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóçèêè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé
ïðóæèíêîé æåñòêîñòüþ γ, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò ñâÿçü îñöèëëÿòîðîâ. Ãðóçèêè ìî-
ãóò ñîâåðøàòü îäíîìåðíîå äâèæåíèå áåç òðåíèÿ âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè x. Ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ îñöèëëÿòîðîâ îáîçíà÷èì x0

1, x0
2, à îòêëîíåíèÿ (ñìåùåíèÿ) îò ýòèõ

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ξj = xj − x0
j .

Ñîñòàâèì ëàãðàíæèàí ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ L = T − U , ãäå T -
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ

T =
1

2
m1(ξ̇1)

2 +
1

2
m2(ξ̇2)

2,

à U - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âèäå

U =
1

2
(k1 + γ)ξ21 +

1

2
(k2 + γ)ξ22 − γξ1ξ2.

Òî÷êà íàä ïåðåìåííîé îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè. Èç óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà

d

dt

(
∂L

∂ξ̇j

)
− ∂L

∂ξj
= 0
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Ðèñ. 5.1: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. À. Äâà òå-
ëà ìàññîé m1 è m2 ñâÿçàíû ïðóæèíêàìè æåñòêîñòüþ k1 è k2 ñ íåïîäâèæíûìè ñòåíêàìè, à äðóã ñ äðóãîì
- ïðóæèíêîé æåñòêîñòüþ γ. Ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ ýòèõ òåë îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòàìè x01 è x02, à òåêó-
ùèå ïîëîæåíèÿ - x1 è x2, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñìåùåíèé òåë èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
ξj = |xj − x0j |, j = 1, 2. Á. Èçîáðàæåíû íîðìàëüíûå êîëåáàòåëüíûå ìîäû äëÿ ñèñòåìû äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ - íèçêî÷àñòîòíàÿ (ìÿãêàÿ) ìîäà Ω1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèíôàçíûì èëè àíòèñèììåòðè÷íûì êîëåáàíèÿì
èíäèâèäóàëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ è âûñîêî÷àñòîòíàÿ (æåñòêàÿ) ìîäà Ω2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîòèâîôàçíûì èëè
ñèììåòðè÷íûì êîëåáàíèÿì èíäèâèäóàëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñèñòåìû.

ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ ñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (j = 1, 2), êîòîðóþ
ïðåäñòàâèì â âèäå {

d2ξ1
dt2

+ ω2
1ξ1 − ν2

1ξ2 = 0,
d2ξ2
dt2

+ ω2
2ξ2 − ν2

2ξ1 = 0,
(5.1)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ω2
1 = (k1 + γ)/m1, ω2

2 = (k2 + γ)/m2, ν2
1 =

γ/m1, ν2
2 = γ/m2. ×àñòîòû ω1 è ω2 íàçûâàþòñÿ ïàðöèàëüíûìè ÷àñòîòàìè. Ïàðöè-

àëüíûì îñöèëëÿòîðîì íàçûâàåòñÿ òàêîé îñöèëëÿòîð, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âñå
îñöèëëÿòîðû ñâÿçàííîé ñèñòåìû, êðîìå âûäåëåííîãî, çàôèêñèðîâàòü â èõ ïîëîæå-
íèÿõ ðàâíîâåñèÿ. Ïàðàìåòðû ν1 è ν2, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû, íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçè, ò.ê. èõ çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ æåñòêîñòüþ ñâÿçè γ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.1) îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ, ñîâåðøàåìûé ñè-
ñòåìîé ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Âìåñòå ñ òåì, íàäî ïîíèìàòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íåîáõîäè-
ìî íàéòè òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîëåáà-
íèÿì ýòîé åäèíîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå ξj ∼ Aj exp{Ωt},
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî îáà ãðóçèêà êîëåáëþòñÿ ñ îäèíàêîâîé, õàðàêòåð-
íîé äëÿ âñåé ñèñòåìû, ÷àñòîòîé. Ïîäñòàâèì ýòîò âèä â ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.1).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ïðåäëàãàåì
ñäåëàòü ýòî ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ). Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ1. Ïðèðàâíÿâ íóëþ ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëó-
÷èì êâàäðàòíîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ÷àñòîòû Ω,
èç êîòîðîãî îïðåäåëèì äâå ÷àñòîòû ñèñòåìû Ω1, Ω2, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ è êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè

1Íàïîìíèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

25



êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ,

Ω2
1,2 =

1

2

[
ω2
1 + ω2

2 ±
√

(ω2
1 − ω2

2)
2 + 4ν2

1ν
2
2

]
. (5.2)

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ìî-
ãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî íà ýòèõ ÷àñòîòàõ. Îòìåòèì îïðåäåëåííóþ àíàëîãèþ ìåæäó
ýòèì ðåøåíèåì è ðåøåíèåì çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàíòîâîãî îïåðàòîðà,
íàïðèìåð, îïåðàòîðà ýíåðãèè. Åñëè ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà, ò.å. ýíåðãèÿ ñè-
ñòåìû, ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî âïîëíå îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Òàê è çäåñü, ÷àñòî-
òû ìîãóò áûòü òîëüêî (5.2), è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ ýòîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû
ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî âïîëíå êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ (ñð. (??)). Äëÿ äàëüíåéøåãî
óñëîâèìñÿ ïîä Ω1 ïîíèìàòü íèçêóþ ÷àñòîòó (â (5.2) ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó çíàêà
ìèíóñ), à ïîä Ω2 - âûñîêóþ ÷àñòîòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âûáîðó çíàêà "+"â (5.2).

Òåïåðü íåîáõîäèìî èç (5.1) íàéòè ðåøåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé ξ1 è ξ2. Äëÿ ýòîãî
ïðåäñòàâèì èñêîìûå ôóíêöèè ñìåùåíèé â âèäå

ξ1 = A1 cos(Ω1t+ φ1) + A2 cos(Ω2t+ φ2)
ξ2 = B1 cos(Ω1t+ φ1) + B2 cos(Ω2t+ φ2)

(5.3)

ãäå φ1,2 - íà÷àëüíûå ôàçû è A1,2 è B1,2 - àìïëèòóäû êîëåáàíèé, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ñèëó òîãî, ÷òî íàøà ñèñòåìà ìîæåò ñîâåðøàòü
ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîëüêî íà ÷àñòîòàõ Ω1 è Ω2, äðóãèõ ðåøåíèé
áûòü íå ìîæåò. Îòìåòèì àíàëîãèþ ñ êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè: ðåøåíèÿ (5.3) "ïîõî-
æè"íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðåøåíèé äëÿ "÷èñòûõ"ñîñòîÿíèé Ω1 è Ω2.

Ïîäñòàâèâ (5.3) â (5.1), íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Aj è Bj

B1 = λ1A1, λ1 =
ω2
1−Ω2

1

ν21

B2 = λ2A2, λ2 =
ω2
1−Ω2

2

ν21

(5.4)

Êîýôôèöèåíòû λ1 è λ2 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä.
Òåïåðü ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå, íîâûå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû (ñì. (5.3))

η1 = A1 cos(Ω1t+ φ1),
η2 = A2 cos(Ω2t+ φ2).

(5.5)

Èñïîëüçóÿ (5.3), âûðàçèì ηj ÷åðåç ξj

η1 =
1

λ1−λ2
(ξ2 − λ2ξ1),

η2 =
1

λ1−λ2
(λ1ξ1 − ξ2).

(5.6)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî η1 è η2 ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñìåùåíèé ξ1 è ξ2. Ñ
ïîäîáíîé ñèòóàöèåé ìû âñòðåòèìñÿ íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîâûõ ñèñòåì.

Ïîäñòàâèì (5.6) â (5.1) è, ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, óâèäèì, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé (5.1) ðàñùåïëÿåòñÿ íà
äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèõ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îáîáùåííûõ
îñöèëëÿòîðîâ {

d2η1
dt2

+ Ω2
1η1 = 0,

d2η2
dt2

+ Ω2
2η2 = 0.

(5.7)
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Òàêèì îáðàçîì, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ η1 è η2 ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ
îïèñûâàåòñÿ êàê ñèñòåìà äâóõ íåñâÿçàííûõ, íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ. Â ñèëó ýòî-
ãî êîîðäèíàòû η1 è η2 íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû ñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ, à ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû Ω1 è Ω2 - íîðìàëü-
íûìè ÷àñòîòàìè. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, ñîãëàñíî (5.7),
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

E =
1

2
M1A

2
1Ω

2
1 +

1

2
M2A

2
2Ω

2
2,

ãäå Mj = m1 + λ2
jm2 - òàê íàçûâàåìûå ïðèâåäåííûå ìàññû.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè âîçáó-
äèòü â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, íàïðèìåð Ω1, òî âñå îñöèëëÿòîðû ýòîé ñâÿçàííîé ñè-
ñòåìû áóäóò êîëåáàòüñÿ ñ ýòîé íîðìàëüíîé ÷àñòîòîé, õîòÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé
êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíîé (ñì. (5.6)), îíà çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé è îò êîýôôèöèåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä (5.4). Ýòî ïðîèëëþñòðèðî-
âàíî íà ðèñ. 12.1Á

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñìåùåíèå êàæäîãî ξj èíäèâèäóàëüíîãî îñöèëëÿòîðà ñèñòå-
ìû, ñîãëàñíî (5.3), (5.4) è (5.5), ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (ñó-
ïåðïîçèöèè) íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò ηj. Ýòî î÷åíü âàæíàÿ äåòàëü, êîòîðàÿ ïîçâîëÿ-
åò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîñòðîèòü òåîðèþ ýëåêòðîí - êîëåáàòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé,
÷òî áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ âîçáóæäåíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî â íåé âîçáóäÿòñÿ,
â ïðèíöèïå, âñå âîçìîæíûå êîëåáàíèÿ. Äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ òàêîé êîëå-
áàòåëüíûé ïðîöåññ áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå ñëîæíîé êàðòèíû, êàçàëîñü áû,
õàîòè÷íûõ äâèæåíèé. Îäíàêî, ýòî ñëîæíîå, õàîòè÷íîå (èëè òåïëîâîå) äâèæåíèå
âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé. Â ýòîì è
ñîñòîèò áîëüøîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé - ôîíîíîâ, êîëëåêòèâ-
íûõ ñîñòîÿíèé ñëîæíûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì, êîòîðûå íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè
âîçáóæäåíèÿìè. Îòìåòèì àíàëîãèþ ñ ñîñòîÿíèÿìè êâàíòîâûõ ñèñòåì, î êîòîðûõ
ãîâîðèëîñü âî ââåäåíèè. Åñëè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íå íàõîäèòñÿ â êàêîì ëèáî îïðå-
äåëåííîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè, òî åå îáùåå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóïåðïî-
çèöèåé (ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé) åå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è ïðè èçìåðåíèè ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ òî îäíî, òî äðóãîå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæàùåå
ñïåêòðó åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðè ïðîèçâîëüíîì âîçáóæäåíèè ñèñòåìà ñâÿ-
çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, êîãäà âîçáóæäåíû âñå èëè ïî÷òè âñå
íîðìàëüíûå ìîäû (ñóïåðïîçèöèÿ ñîñòîÿíèé), à âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé íà îäíîé èç
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò àíàëîãè÷íî ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû.

5.1.1 Ñâÿçàííîñòü îñöèëëÿòîðîâ. Ïåðåêà÷êà ýíåðãèè.
Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä λ1 è
λ2. Òàê êàê ïàðöèàëüíàÿ ÷àñòîòà ω1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ω1 < ω1 < Ω2, òî èç
(5.4) ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà λ1 < 0, à λ2 > 0. Â ñâÿçè ñ ýòèì êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðîâ íà
÷àñòîòå Ω1 âñåãäà ïðîèñõîäÿò â ôàçå, à íà ÷àñòîòå Ω2 - â ïðîòèâîôàçå. Ýòî âèäíî èç
ñîîòíîøåíèé (5.3) è (5.4): íà ÷àñòîòå Ω1 àìïëèòóäû êîëåáàíèé èíäèâèäóàëüíûõ îñ-
öèëëÿòîðîâ èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè B1 = +|λ1|A1, ñëåäîâàòåëüíî, îíè êîëåáëþòñÿ
ñ îäèíàêîâîé ôàçîé (Ω1t+ φ1) (ñì. (5.3)); íà ÷àñòîòå Ω2 àìïëèòóäû èìåþò ðàçíûå
çíàêè B2 = −|λ2|A2, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé îñöèëëÿòîð (ñìåùåíèå ξ1) êîëåáëåòñÿ ñ
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ôàçîé (Ω2t+φ2) (ñì. (5.3)), à âòîðîé îñöèëëÿòîð (ñìåùåíèå ξ2) êîëåáëåòñÿ ñ ôàçîé
(Ω2t+ φ2 + π). Òàêèì îáðàçîì, ýòè îñöèëëÿòîðû êîëåáëþòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
ôàçàìè, ò.ê. èõ ñìåùåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî ëåãêî
ïîíÿòü èç ýëåìåíòàðíîé òðèãîíîìåòðèè: − cos(x) = cos(x+ π).

Åñëè ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, íàïðèìåð,
ω1 << ω2, òî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.2) è (5.4), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå λ1 ≈ ν22

ω2
2
<< 1, ò.å. A1 >> B1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå ñèíôàçíûõ êîëåáàíèé,

ò.å. êîëåáàíèé ñîâåðøàåìûõ ñèñòåìîé íà ÷àñòîòå Ω1, àìïëèòóäà êîëåáàíèé íèç-
êî÷àñòîòíîãî ("ìÿãêîãî") èíäèâèäóàëüíîãî îñöèëëÿòîðà áîëüøå àìïëèòóäû êîëå-
áàíèé âûñîêî÷àñòîòíîãî ("æåñòêîãî") èíäèâèäóàëüíîãî îñöèëëÿòîðà (A1 >> B1).
Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ñèíôàçíûõ êîëåáàíèé â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíà â íèçêî÷àñòîòíîé
èíäèâèäóàëüíîì îñöèëëÿòîðå, ò.ê. åãî àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî áîëüøå,
÷åì ó äðóãîãî èíäèâèäóàëüíîãî îñöèëëÿòîðà ñâÿçàííîé ñèñòåìû. Íàîáîðîò, ýíåð-
ãèÿ ïðîòèâîôàçíûõ êîëåáàíèé, ò.å. êîëåáàíèé ñîâåðøàåìûõ ñèñòåìîé íà ÷àñòîòå
Ω2, ñîñðåäîòî÷åíà â âûñîêî÷àñòîòíîé ïàðöèàëüíîé ìîäå, ò.ê. ïðè òîì æå óñëîâèè
äëÿ ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò ω1 << ω2 èìååì λ2 ≈ ω2

2

ν21
>> 1, ò.å. A2 << B2. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íà ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ áëèçêîé ê Ω2 "æåñòêèé"îñöèëëÿòîð êîëåáëåòñÿ
ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé, ÷åì "ìÿãêèé"èíäèâèäóàëüíûé îñöèëëÿòîð.

Êîýôôèöèåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ λ1 è λ2 îïðåäåëÿþò îòíîøåíèå àìïëèòóä êîëå-
áàíèé, ñîâåðøàåìûõ ïàðöèàëüíûìè îñöèëëÿòîðàìè íà ÷àñòîòàõ Ω1 è Ω2, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Óñëîâèå λ1 << 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè êîëåáàíèÿ ñ
÷àñòîòîé Ω1 ñîñðåäîòî÷åíà â ïåðâîì èíäèâèäóàëüíîì îñöèëëÿòîðå, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè ìàëî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ðàñïðå-
äåëèëàñü áû ïðèìåðíî ïîðîâíó ìåæäó ïàðöèàëüíûìè îñöèëëÿòîðàìè). Ìàëîñòü
ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ â äâóõ âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ñèñòåìàõ êàê ñîáñòâåííîå êîëåáàíèå îäíîé èç ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì ñ áîëüøîé
àìïëèòóäîé, âûíóæäàþùåé ñëàáûå êîëåáàíèÿ âî âòîðîé ïàðöèàëüíîé ñèñòåìå. Ñòå-
ïåíü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñâÿçàííûìè îñöèëëÿòîðàìè õàðàêòåðèçóåòñÿ, ïî ïðåä-
ëîæåíèþ Ë.È. Ìàíäåëüøòàììà, ïàðàìåòðîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîñòüþ
ñèñòåìû σ

σ =
2
√
ν1ν2

|ω2
1 − ω2

2|
. (5.8)

Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, ñâÿçàííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî êîýôôèöèåí-
òàìè ñâÿçè, íî è ïàðöèàëüíûìè ÷àñòîòàìè.

Èíòåðåñíûì ýôôåêòîì, îáóñëîâëåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ïàðöèàëüíûõ ñèñòåì,
ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à ýíåðãèè îò îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãîìó. Íàèáîëåå ÿðêî îí
ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåì ñ áîëüøîé ñâÿçàííîñòüþ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñëó÷àé
ðàâåíñòâà ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò ω1 = ω2 = ω (ò.å. λ1 = |λ2| = λ). Äëÿ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé ξ1(0) = ξ0, ξ̇1(0) = 0, ξ2(0) = 0, ξ̇2(0) = 0 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
äëÿ êîîðäèíàò ξ1,2(t)

ξ1(t) = ξ0 cos
(Ω2−Ω1)t

2
cos (Ω1+Ω2)t

2
,

ξ2(t) = ξ0λ sin
(Ω2−Ω1)t

2
sin (Ω1+Ω2)t

2
.

(5.9)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îáà îñöèëëÿòîðà ñîâåðøàþò áèåíèÿ, ò.å. ïåðèîäè÷åñêè ïðîèñ-
õîäèò ïåðåêà÷êà ýíåðãèè îò îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãîìó. Â ïîëíîé ïåðåêà÷êå
ýíåðãèè è çàêëþ÷åí ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ ñèëüíîé ñâÿçàííîñòè ñèñòåì. Îá-
ìåí ýíåðãèåé ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ñâÿçè ìåæäó ñè-
ñòåìàìè. Îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ñâÿçè çàâèñèò âðåìÿ τ ïåðåäà÷è ýíåðãèè îò
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îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãîìó

τ =
π

Ω2 − Ω1

=
πω

ν
. (5.10)

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ïåðåêà÷êè ýíåðãèè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîýôôèöèåíòó
ñâÿçè. Ñ àíàëîãîì ýòîãî ýôôåêòà ìû âñòðåòèìñÿ íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîâûõ
äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì. Ïàðàìåòð àíàëîãè÷íûé τ òàì õàðàêòåðèçóåò ïåðèîä êâàíòî-
âûõ îñöèëëÿöèé, à êîýôôèöèåíò ñâÿçè àíàëîãè÷åí âîçìóùåíèþ. Òàêæå íèæå áóäåò
ðàññìîòðåí êâàíòîâûé àíàëîã äàííîãî ÿâëåíèÿ - ïåðåäà÷à ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ îò
îäíîé êâàíòîâîé ñèñòåìå äðóãîé áåç ïåðåíîñà ÷àñòèö.
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Ãëàâà 6

Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ
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Ãëàâà 7

Ïàðàìåòðè÷åñêèå è
àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû
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Ãëàâà 8

Êîëåáàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì
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Ãëàâà 9

Çâóê
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Ãëàâà 10

Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
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Ãëàâà 11

Ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî òåîðèþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîäû.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîëÿðèçàöèåé ~P íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûé ìîìåíò
åäèíèöû îáúåìà âåùåñòâà ~P =

∑
j ~µj, ãäå ~µj - ìîëåêóëÿðíûå äèïîëè â ýòîì åäèíè÷-

íîì îáúåìå. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé êîíäåíñàòîð, íà îáêëàäêàõ êîòîðîãî ðàñïðåäåëåí
çàðÿä ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ (ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä íà îäíîé è îòðèöàòåëü-
íûé çàðÿä íà äðóãîé). Ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìåæäó îáêëàä-
êàìè êîíäåíñàòîðà E0 = 4πσ (çäåñü è äàëåå âñå âûðàæåíèÿ ïðèâåäåíû â ãàóñcîâîé
ñèñòåìå åäèíèö). Ýòî ïîëå íàïðàâëåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî îáêëàäêàì êîíäåíñàòî-
ðà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà çàïîëíèòü äèýëåêòðèêîì
ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε, òî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ óìåíüøèòñÿ â ε ðàç
E = 4πσ/ε. Ýòî óìåíüøåíèå îáóñëîâëåíî ïîëÿðèçàöèåé äèýëåêòðèêà, ò.å. âîçíèêíî-
âåíèåì íà ïîâåðõíîñòÿõ äèýëåêòðèêà, íåïîñðåäñòâåííî ïðèëåãàþùèõ ê ïëàñòèíàì
êîíäåíñàòîðà, çàðÿäîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ýòèõ
ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ îáîçíà÷èì σpol. Èç ñðàâíåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé E0

è E ñëåäóåò, ÷òî
σpol = σ − σ

ε
.

Âûäåëèì ìûñëåííî íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ äèýëåêòðèêà ñèììåòðè÷íî
ðàñïîëîæåííûå åäèíè÷íûå ïëîùàäêè. Çàðÿäû ýòèõ ïëîùàäîê áóäóò +σpol è −σpol.
Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà ðàâíî d, òî äèïîëüíûé ìîìåíò,
îáðàçîâàííûé ýòèìè çàðÿæåííûìè åäèíè÷íûìè ïëîùàäêàìè, áóäå ðàâåí σpol · d.
Îáúåì âûäåëåííîãî äèýëåêòðèêà ðàâåí 1 · d = d, ñëåäîâàòåëüíî äèïîëüíûé ìîìåíò
åäèíèöû îáúåìà äèýëåêòðèêà ðàâåí P = σpol = σ/ε. Âåêòîð ïîëÿðèçàöèè òàêæå
ïåðïåíäèêóëÿðåí îáêëàäêàì êîíäåíñàòîðà.

Îáùåå ïîëå ~E â äèýëåêòðèêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òîãäà êàê ñóììó ïåðâîíà÷àëü-
íîãî ïîëÿ ~E0 è ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè −4π ~P . Ïîëå ~E0 â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àþò ~D è
íàçûâàþò ýëåêòðè÷åñêèì ñìåùåíèåì èëè ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèåé (ýòî îòðàæàåò
òîò ôàêò, ÷òî èìåííî ýòî ïîëå âûçûâàåò ñìåùåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ â äèýëåê-
òðèêå, êîòîðîå èíà÷å íàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé), ò.å. D = E0 = 4πσ. Ñëåäîâàòåëüíî

~D = ~E + 4π ~P = ε ~E,

ãäå
ε = 1 + 4π

P

E
.
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Äëÿ ïîëåé, íàïðÿæåííîñòü êîòîðûõ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ íàïðÿæåííîñòüþ âíóòðè-
ìîëåêóëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

~P = χ~E,

ãäå χ íàçûâàåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèå
äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðèíèìàåò âèä

ε = 1 + 4πχ.

Èòàê, èç âûøåèçëîæåííîãî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè âåùåñòâà íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü ïîëÿðèçàöèþ, ò.å. äèïîëüíûé
ìîìåíò åäèíèöû îáúåìà äèýëåêòðèêà, èíäóöèðóåìûé â íåì âíåøíèì ýëåêòðè÷å-
ñêèì ïîëåì.

Ïåðâàÿ òðàêòîâêà îðèåíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè ïðèíàäëåæèò Äåáàþ [4], êîòî-
ðóþ îí ïðåäëîæèë ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ïàðàìàãíåòèçìà Ëàíæåâåíà. Ïðè÷åì ñâîþ
ôîðìóëó Äåáàé ïîëó÷èë â ïðåíåáðåæåíèè ìåæìîëåêóëÿðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè,
ò.å. äîïóñêàëîñü ñâîáîäíîå âðàùåíèå äèïîëåé. Âñëåäñòâèå ýòîãî åãî ôîðìóëà, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ïðèìåíèìà òîëüêî ê ïîëÿðíûì ãàçàì èëè ê ðàçáàâëåííûì ðàñòâîðàì
ïîëÿðíûõ âåùåñòâ â íåïîëÿðíûõ ðàñòâîðèòåëÿõ. Äëÿ âîäû ôîðìóëà Äåáàÿ äàâàëà
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Îíçàãåð óñîâåðøåíñòâîâàë òåîðèþ Äåáàÿ, ââå-
äÿ òàê íàçûâàåìîå ïîëå ðåàêöèè. Òåîðèÿ Îíçàãåðà ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàëà ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì, îäíàêî ðàñõîæäåíèÿ áûëè åùå ñóùåñòâåííûìè. Äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå òåîðèè ïðåäïðèíÿë Êèðêâóä, ââåäÿ ïîïðàâêó íà ìåæìîëåêóëÿðíîå
âçàèìîäåéñòâèå ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Òåîðèÿ Êèðêâóäà äàâàëà çíà÷åíèÿ äëÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîäû ñ òî÷íîñòüþ îêîëî 10%. Êàê ïîêàçàëè çà-
òåì Õàððèñ è Îëäåð ñîãëàñèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè â òåîðèè Êèðêâóäà
ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè ó÷åñòü îòëè÷èå ε∞ îò n2

o.

11.1 Ôîðìóëà Êëàóçèóñà - Ìîñîòòè.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè ïîäõîäû. Äëÿ ýòîãî íàì ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìîòðåòü âêëàä â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü îò äåôîðìàöèîííîé ïîëÿðèçà-
öèè, ò.å. ðàññìîòðåòü ïîëÿðèçàöèþ íåïîëÿðíîãî äèýëåêòðèêà. Äëÿ îïèñàíèÿ äåôîð-
ìàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíó ìîëåêóëÿðíîé ïîëÿðèçóåìîñòè α.
Â îáùåì ñëó÷àå ïîëÿðèçóåìîñòü ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíîé, ò.ê. ìîëåêóëû ìî-
ãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ àíèçîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè. Çäåñü, îäíàêî, áóäåì ïîëàãàòü
ìîëåêóëû èçîòðîïíûìè è äèïîëüíûé ìîìåíò, èíäóöèðóåìûé âíåøíèì ïîëåì ~E íà
òàêèõ ìîëåêóëàõ, âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

~µ = α~E.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîëÿðèçàöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íà äàííóþ ìîëåêóëó ~Eloc (åãî íàçûâàþò äåéñòâóþ-
ùèì, ýôôåêòèâíûì èëè ëîêàëüíûì ïëåì), îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîãî ïîëÿ â îáðàçöå E. Ïîýòîìó äèïëüíûé ìîìåíò ìîëåêóëû íàäî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

~µ = α~Eloc.

Îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóë ÷åðåç n, òîãäà ïîëÿðèçàöèÿ ~Pd, îáóñëîâëåííàÿ
äåôîðìàöèîííûì ýôôåêòîì, áóäåò èìåòü âèä

~Pd = nα~Eloc = χ∞ ~Eloc.
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Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîáëåìà ëîêàëüíîãî ïîëÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà,
ïðåäëîæåííîãî Ã.À. Ëîðåíòöåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
~Eloc â öåíòðå âûäåëåííîé ìîëåêóëû, îïèøåì èç ýòîãî öåíòðà ñôåðó S ôèçè÷åñêè
áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèóñà (ò.å. ðàäèóñ ýòîé ñôåðû ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò õàðàê-
òåðíûå ëèíåéíûå ðàçìåðû ìîëåêóëû, íî, â òî æå âðåìÿ, ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ
ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ äèýëåêòðèêà; îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ ýòîé ñôåðû
â íåñêîëüê ðàç ïðåâûøàåò ñðåäíåå ìåæìîëåêóëÿðíîå ðàññòîÿíèå). Ïîëå ~Eloc â öåí-
òðå âûäåëåííîé ìîëåêóëû òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ,
ïåðâàÿ èç êîòðûõ, ~E1, îáóñëîâëåíà çàðÿäàìè, ðàñïîëîæåííûìè âíå ñôåðû, à âòî-
ðàÿ, ~E2, çàðÿäàìè, ðàñïîëîæåííûìè âíóòðè ñôåðû, çà èñêëþ÷åíèåì çàðÿäà ñàìîé
âûäåëåííîé ìîëåêóëû.

Åñëè ìûñëåííî âûðåçàòü è óäàëèòü èç äèýëåêòðèêà øàð S, òî ïîëå â îáðàçî-
âàâøåéñÿ ïîëîñòè è áóäåò, î÷åâèäíî, ïîëåì ~E1. Ïîñêîëüêó çàðÿäû, âîçáóæäàþùèå
ýòî ïîëå, íàõîäÿòñÿ âíå ñôåðû S, òî ïðè îïðåäåëåíèè ïîëÿ ~E1 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
àòîìèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé äèýëåêòðèêà, ïîëàãàÿ åãî îäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííîé
ñðåäîé ñ âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè ~P è êðîìå ýòîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñôåðà èìååò ôè-
çè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûé ðàäèóñ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåîäíîðîäíîñòüþ, âíîñèìîé
ïîëîñòüþ, è ïîëàãàòü ïîëÿðèçàöèþ ~P âáëèçè ïîëîñòè òàêîé æå, êàê è âî âñåì îáúå-
ìå äèýëåêòðèêà (èíäåêñ d ó ïîëÿðèçàöèè âðåìåííî îïóñòèì). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêî-
ìîå ïîëå ~E1 ðàâíî íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè, âûðåçàííîé âíóòðè
ðàâíîìåðíî ïîëÿðèçîâàííîãî äèýëåêòðèêà. Äî óäàëåíèÿ øàðà ïîëå â ðàâíîìåðíî
ïîëÿðèçîâàííîì äèýëåêòðèêå îäíîðîäíî è ðàâíî ñðåäíåé íàïðÿæåííîñòè ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîãî ïîëÿ ~E. Ïîñëå óäàëåíèÿ øàðà S èç ýòîãî ïîëÿ, î÷åâèäíî, íàäî âû-
÷åñòü ïîëå ðàâíîìåðíî ïîëÿðèçîâàííîãî øàðà S. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, âîçíèêàþùåå
âíóòðè ðàâíîìåðíî ïîëÿðèçîâàííîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî øàðà, íåòðóäíî âû÷èñëèòü.
Ïðîâåäåì ýòîò ðàñ÷åò.

Íåïîëÿðèçîâàííûé äèýëåêòðè÷åñêèé øàð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàëîæåíèÿ
äâóõ îäèíàêîâûõ øàðîâ ðàäèóñà R, îäèí èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî çàðÿæåí ïî îáúåìó
ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà +ρq, à âòîðîé - ñ ïëîòíîñòüþ −ρq, ïðè÷åì |+ρq| = |−ρq|. Ïðè
ýòîì öåíòðû çàðÿæåííûõ øàðîâ ñîâïàäàþò è ñóììàðíûé äèýëåêòðè÷åñêèé øàð
ïîëíîñòüþ íåéòðàëåí (íåïîëÿðèçîâàí). Ïðè íàëîæåíèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ öåíòðû çàðÿæåííûõ øàðîâ áóäóò ñìåùàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû è
ðàçîéäóòüñÿ íà ðàññòîÿíèå l. Òàê êàê çàðÿä êàæäîãî øàðà ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå ðàâåí Qs = 4π

3
R3ρq = Vsρq, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêíåò äèïîëüíûé ìîìåíò

~ps = Qs
~l = ρqVs

~l. Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ýòèì äèïîëåì â îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà âíå øàðà, ò.å. ïðè r > R (r îòñ÷èòûâàåòñÿ îò öåíòðà øàðà), èìååò
âèä

φex(r) =
~p · ~r
r3

= Vs
ρq~l~r

r3
= Vs

~P~r

r3
,

ãäå ~P = ρq~l - âåêòîð ïîëÿðèçàöèè äèýëåêòðèêà.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà âíóòðè øàðà ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìûñ-

ëåííî ïðîâåäåì âíóòðè øàðà êîíöåíòðè÷åñêóþ ñôåðó ðàäèóñà r < R, êîòîðàÿ
ðàçäåëèò èñõîäíûé øàð íà øàðîâîé ñëîé è âíóòðåííèé øàð ìåíüøåãî ðàäèóñà r.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà, çàðÿäû, íàõîäÿùèåñÿ â øàðîâîì ñëîå, íå âíîñÿò âêëàä
â ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåãî øàðà, ò.ê. ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
ýòèõ çàðÿäîâ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü âíóòðåííåãî øàðà ðàâåí íóëþ. Òîãäà
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ìû ìîæåì âûïèñàòü ïîòåíöèàë âíóòðåííåãî øàðà íà åãî ïîâåðõíîñòè

φr =
4π

3
r3

~P~r

r3
=

4π

3
~P~r.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ðàäèóñà âíóòðåííåãî øàðà, ìû ïîëó÷àåì äëÿ âíóò-
ðåííåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèëà ðàâíîìåðíî ïîëÿðèçîâàííîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî
øàðà âûðàæåíèå

φin(r)|r<R =
4π

3
~P~r.

Ïîëå ~Ep âíóòðè ðàâíîìåðíî ïîëÿðèçîâàííãî äèýëåêòðè÷åñêîãî øàðà íàõîäèòñÿ
èç èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
è ïîòåíöèàëîì

~E = −~∇φ.

Ïðîâåäÿ äèôôèðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò (S)

~Ep = −4π

3
~P . (11.1)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëÿ ~E1 âíóòðè ïîëîñòè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (E1)

~E1 = ~E − ~Ep = ~E +
4π

3
~Pd. (11.2)

Çäåñü ìû âíîâü óêàçûâàåì èíäåêñ d ó ïîëÿðèçàöèè, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì, ÷òî
ðå÷ü èäåò î äåôîðìàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè äèýëåêòðèêà. Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðà-
æåíèÿ, ïîëå ~E1 ïîñòîÿííî ïî âñåìó îáúåìó ïîëîñòè S è íå çàâèñèò îò åå äèàìåòðà.

Äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ íàì íåîáõîäèìî òåïåðü îïðåäåëèòü
âòîðóþ ñîñòàâëÿþùóþ ~E2. Íàïðÿæåííîñòü ýòîãî ïîëÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü
îò ñòðóêòóðû äèýëåêòðèêà. Ïîýòîìó óíèâåðñàëüíîé çàâèñèìîñòè ýòîãî ïîëÿ îò âå-
ëè÷èíû ïîëÿðèçàöèè èëè äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ìîëåêóë íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, à ìèåííî, êîãäà äèýëåêòðèê èìååò ïðîñòóþ
êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó èëè êîãäà ðàñïîëîæåíèå ìîëåêóëÿðíûõ äèïîëåé ñîâåðøåííî
ïåðñïîðÿäî÷íî (ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåíåáðåãàåòñÿ êàê ðàçìåðàìè äèïîëåé,
òàê è äèïîëü-äèïîëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì), íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ~E2 = 0. Ïðîáëåìà
ó÷åòà ïîëÿ ~E2 â òåîðèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äèñêóòèðóåòñÿ è â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ. Ñåé÷àñ ìû ïîëîæèì ýòî ïîëå ðàâíûì íóëþ (ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ
ãàçîâ). Òîãäà äëÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ ïîëó÷èì ~Eloc = ~E1. Åñëè ìû óìíîæèì îáå ÷àñòè
âûðàæåíèÿ (11.2) íà χ∞, òî ïîëó÷èì

~Pd = χ∞ ~E +
4π

3
χ∞ ~Pd.

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå (Pd)

~Pd =
χ∞

1− 4π
3
χ∞

~E. (11.3)

Ñëåäîâàòåëüíî âîñïðèèì÷èâîñòü χd, îáóñëîâëåííàÿ äåôîðìàöèîííîé ïîëÿðèçàöèåé
äèýëåêòðèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëîêàëüíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
(chid)

χd =
χ∞

1− 4π
3
χ∞

. (11.4)
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Ñîîòâåòñòâåííî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðíîöàåìîñòü, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ε∞, ïðèìåò
âèä

ε∞ = 1 + 4πχd = 1 +
4πχ∞

1− 4π
3
χ∞

.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî ïîëó÷èòü âû-
ðàæåíèå (KM)

ε∞ − 1

ε∞ + 2
=

4π

3
χ∞. (11.5)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êëàóçèóñà - Ìîñîòòè1. Ñóùåñòâóåò îïòè÷å-
ñêèé àíàëîã ýòîé ôîðìóëû, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ëîðåíö - Ëîðåíòöà2.
Ëîêàëüíîå ïîëå E1 â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïîëåì Ëîðåíòöà.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî χ∞ = nα, ãäå α - ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóë è, êðîìå òîãî,
âûðàçèòü êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóë äèýëåêòðèêà ÷åðåç ïëîòíîñòü äèýëåêòðèêà ρ è
ìàññó ìîëåêóëû m0 n = ρ/m0, òî ôîðìóëó Êëàóçèóñà - Ìîñîòòè ìîæíî ïðåäñòàâèò
â âèäå

ε∞ − 1

ε∞ + 2
=

4πn

3
α = α

4πρ

3m0

.

Äîìíîæèâ è ïîäåëèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ýòîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ íà ÷èñëî Àâî-
ãàäðî NA, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

∏
=

4παNA

3
=

ε∞ − 1

ε∞ + 2

M

ρ
,

ãäå M - ìîëÿðíàÿ ìàññà. Âåëè÷èíà
∏

íàçûâàåòñÿ ìîëÿðíûì êîýôôèöèåíòîì ðå-
ôðàêöèè (ïðåëîìëåíèÿ). Ýòà ôîðìóëà ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿðèçóåìîñòåé
ìîëåêóë ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì äëÿ ε∞.

Îòìåòèì òàê íàçûâàåìóþ "êàòàñòðîôó Ìîñîòòè". Åñëè âåëè÷èíà 4π
3
χ∞ → 1, òî,

ñîãëàñíî (11.3), Pd → ∞. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîëÿðèçàöèè íå íàáëþäàåòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëà Êëàóçèñà - Ìîñîòòè ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íîé.

11.2 Ôîðìóëà Äåáàÿ.
Ìû åùå âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ âåëè÷èíû ε∞, à ñåé÷àñ ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ
îðèåíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè. Ïóñòü ìû èìååì òî÷å÷íûé äèïîëü ~µ0, êîòîðûé ìî-
æåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà íà êîíêðåòíîå íà-
ïðàâëåíèå ïðè ýòîì ðàâíî íóëþ. Ïîäåéñòâóåì íà ýòîò äèïîëü ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì
~E è âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ. Ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äèïîëÿ âî âíåøíåì ïîëå ðàâíà U = −~µ0

~E = −µ0E cos θ, ãäå θ
- óãîë ìåæäó äèïîëåì è âíåøíèì ïîëåì. Åñëè íå ó÷èòûâàòü ìåæìîëåêóëÿðíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ (ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, èäåàëüíûé äèïîëüíûé ãàç), òî âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî óãîë ìåæäó äèïîëüíûì ìîìåíòîì ~µ0 è âíåøíåì ïîëåì ~E áóäåò

1Îáùåïðèíÿòîå íàïèñàíèå ôàìèëèè Ìîñîòòè ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå âåðíûì, íàäî ïèñàòü Ìîñ-
ñîòòè. Ìû, îäíàêî, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáùåïðèíÿòîãî íàïèñàíèÿ

2Â. Áðàóí â ñâîåé êíèãå [7] ïî ïîâîäó íàçâàíèÿ ýòîé ôîðìóëû íà ñòð. 107 ïèøåò, ÷òî ñàì Ã.À.
Ëîðåíòö ñ÷èòàë, ÷òî ôîðìóëà (11.5) ïîëó÷åíà âïåðâûå Êëàóçèóñîì è Ìîñîòòè. Èìåííî áëàãîäàðÿ
ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó îíà èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê ôîðìóëà Êëàóçèóñà - Ìîñîòòè. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè æå â ðàáîòå Ìîñîòòè, íà êîòîðóþ óêàçûâàåò Ëîðåíòö, ýòîé ôîðìóëû íåò. Ýòà ôîðìóëà
ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Êëàóçèóñà. Îäíàêî åùå ðàíüåå àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà áûëà ïðåäñòàâëåíà â
ðàáîòàõ Ìàêñâåëëà.
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ðàâåí θ, îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Áîëüöìàíà

p(θ) = exp(−U(θ)/kbT ).

Òîãäà ñðåäíþþ ïðîåêöèþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå ïîëÿ ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈µ〉 = µ0

∫ π

0
exp

(
µ0E cos θ

kbT

)
cos θ sin θdθ

∫ π

0
exp

(
µ0E cos θ

kbT

)
sin θdθ

.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âî âñåì óãëîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó àêñèàëüíîé ñèììåòðèè çàâèñèìîñòè îò àçèìóòàëüíîãî óãëà
íåò. Ýòè èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò èìåòü âèä
(mu)

〈µ〉 = µ0

(
− kbT

µ0E
+ cth

(
µ0E

kbT

))
. (11.6)

Ôóíêöèÿ
L(x) = cthx− 1

x

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàíæåâåíà (â íàøåì ñëó÷àå x = µ0E/kbT ). Åñëè íàïðÿæåí-
íîñòü ïîëÿ íå î÷åíü âåëèêà, òî µ0E/kbT ¿ 1, è ìîæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ Ëàíæå-
âåíà â ðÿä, îãðàíè÷èâøèñü ïðè ýòîì âòîðûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà äëÿ ñðåäíåé
ïðîåêöèè äèïîëüíîãî ìîìåíòà íà íàïðâëåíèå ïîëÿ ïîëó÷èì (mu1)

〈µ〉 ≈ µ2
0

3kbT
E. (11.7)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ îðèåíòàöèîííûì ìåõàíèçìîì,
èìååò âèä

~Pµ = χµ
~E,

ãäå îðèåíòàöèîííàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü

χµ = n
µ2
0

3kbT
.

Äåáàé, ðàñìàòðèâàÿ âîïðîñ îá îðèåíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè, ïðåäïîëîæèë, ÷òî ëî-
êàëüíîå ïîëå ñîâïàäàåò ñ ïîëåì Ëîðåíòöà è ó÷òÿ, ÷òî îáùàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü
äèýëåêòðèêà åñòü ñóììà äåôîðìàöèîííîé è îðèåíòàöèîííîé âîñïðèèì÷èâîñòåé
χ = χ∞+χµ, ïîëó÷èë äëÿ ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå, êîòîðîå ìû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå óäîáíîì äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ôîðìóëîé
(11.5) (D)

εs − 1

εs + 2
=

4π

3
χ∞ +

4π

3
n

µ2
0

3kbT
. (11.8)

Ýòî óðàâíåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ ïîëÿðíûõ ãàçîâ è ðàçáàâëåí-
íûõ ðàñòâîðîâ, è íà íåì îñíîâàíî âû÷èñëåíèå äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ èç èçìåðåíèé
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè òàêèõ ñèñòåì. Îäíàêî äëÿ âîäû ýòà ôîðìóëà ñî-
âåðøåííî íåïðèãîäíà.
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11.3 Òåîðèÿ Îíçàãåðà.
Ñëåäóþùèé øàã â ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè ñäåëàë Îíçàãåð, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî
íåñîñòîÿòåëüíîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿðíûõ æèäêîñòåé îáóñëîâëåíà íåòî÷-
íîñòüþ âûðàæåíèÿ äëÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ Ëîðåíòöà. Ðàññìîòðèì ïîäõîä Îíçàãåðà.
Âûäåëèì êàêóþ-ëèáî äèïîëüíóþ ìîëåêóëó ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì µ0 âíóòðè îä-
íîðîäíîãî äèýëåêòðèêà è îïèøåì âîêðóã íåå ñôåðó S ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìà-
ëîãî ðàäèóñà. Ïîëå âûäåëåííîãî äèïîëÿ ïîëÿðèçóåò îêðóæàþùóþ ñðåäó, ïðè÷åì
ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñðåäó, íàõîäÿùóþñÿ âíå ñôåðû S, ìîæ-
íî ïðèíÿòü çà îäíîðîäíóþ ñïëîøíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ñðåäó, à âçàèìîäåéñòâèå ñ
äèïîëÿìè âíóòðè ýòîé ñôåðû òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, ò.ê. ýòè äèïîëè
îêàçûâàþò îðèåíòèðóþùåå äåéñòâèå íà âûäåëåííûé äèïîëü. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,
êîòðîå âîçíèêàåò â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ âûäåëåííîãî äèïîëÿ â ðåçóëüòàòå ïîëÿ-
ðèçàöèè ýòèì äèïîëåì ñðåäû âíå ñôåðû S, Îíçàãåð íàçâàë ïîëåì ðåàêöèè ~Er, à
ïîëå, ñîçäàâàåìîå äèïîëÿìè âíóòðè ñôåðû, - êàâèòàöèîííûì ïîëåì. Ïîëå ðåàêöèè
äîëæíî áûòü ïàðàëëåëüíûì äèïîëüíîìó ìîìåíòó âûäåëåííîãî äèïîëÿ è, òàêèì
îáðàçîì, óñèñëèâàòü êàê ïîñòîÿííûé, òàê è èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûå ìîìåíòû
ýòîé âûäåëåííîé ìîëåêóëû. Âû÷èñëèì ïîëå ðåàêöèè Er. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èç øàðà S óäàëåíû âñå äèïîëè, çà èñêëþ÷åíèåì âûäåëåííîãî, ò.å.
ïîëîñòü S çàïîëíåíà êàêèìòî íåïîëÿðíûì äèýëåêòðèêîì ñ ïðîíèöàåìîñòüþ εi îò-
ëè÷íîé îò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èñõîäíîãî äèïîëüíîãî äèýëåêòðèêà εs,
êîòîðû îêðóæàåò ñôåðó S.

Ñîâìåñòèì íà÷àëî ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðîì âûäåëåííîãî äè-
ïîëÿ, íàïðàâèâ ïîëÿðíóþ îñü z ïî íàïðàâëåíèþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ýòîãî äèïîëÿ
~ez~µ0, ãäå ~ez - îðò ïîëÿðíîé îñè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå Ëà-
ïëàñà äëÿ ïîòåíöèàëà (Lap)

∇2φ(r, θ, ϕ) = 0, (11.9)
ïðè÷åì ìîæíî ñðàçó ó÷åñòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòîò ïîòåíöèàë íå çàâèñèò îò
àçèìóòàëüíîãî óãëà ϕ, ò.ê. çàäà÷à èìååò îñåâóþ ñèììåòðèþ (θ - ïîëÿðíûé óãîë, r
- ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà). Òîãäà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòî óðàâíåíèå çàïè-
øåòñÿ â âèäå

∂2φ

∂r2
+

2

r

∂φ

∂r
+

1

r2

(
∂2φ

∂θ2
+ ctgθ

∂φ

∂θ

)
= 0.

Îáùåå ðåøåíèå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî èçâåñòíî, îíî èìååò âèä

φ(r, θ) =

{ ∑
l Al

(
r
R

)l
Pl(θ), r ≤ R,∑

l Bl

(
r
R

)−l−1
Pl(θ), r ≥ R,

ãäå Pl(θ) - ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.
Íà ãðàíèöå âûäåëåííîé ñôåðû S, ò.å. ïðè r = R, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ ñòàí-

äàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà

φi = φe,

εi
∂φi

∂r
= εe

∂φe

∂r

∣∣∣∣
r=R

Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè è â
íóëå. Èíäåêìàìè i è e îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû îòíîñÿùèåñÿ ê âíóòðåííåé îáëàñòè S
è ê âíåøíåé îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ñôåðû S, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì
âíåøíåãî ïîëÿ, ïîòåíöèàë íà áåñêîíå÷íîñòè äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íîëü, ïðè÷åì
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çàêîí óáûâàíèÿ äîëæåí áûòü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ, ò.ê.
ïîòåíöèàë âîçáóæäàåòñÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì, ò.å.

φe(r → ∞) → 1

r2

∣∣∣∣
r→∞

→ 0.

Ïðè ñòðåìëåíèè r → 0, ïîòåíöèàë äîëæåí ïåðåõîäèòü â ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî äè-
ïîëÿ µ0, ò.å.

φi(r → 0) → µ0 cos θ

r2
.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ àïïðêñèìàöèé èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ïîëó÷àòñÿ âûðàæåíèÿ
äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Äëÿ âíóòðåííåé îáëàñòè ñôåðû S èìååì

φi(r, θ) = A1
r

R
cos θ +

µ0 cos θ

r2
.

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ïîñòîÿííûì ñëàãàåìûì A0, ò.ê. ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷-
íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé è, êðîìå ýòîãî, ïîñòîÿííûé ïîòåíöèàë ñîîòâåò-
ñòâóåò íóëåâîé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò
A1 è îïðåäåëÿåò ïîëå ðåàêöèè.

Ïîòåíöèàë âî âíåøíåé îáëàñòè èìååò âèä

φe(r, θ) = B1R
2 1

r2
cos θ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A1 è B1 èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè S. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà îáùèå ìíîæèòåëè ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ {

A1 +
µ0

R2 = B1,
εi
(
A1 − 2µ0

R2

)
= −2εeB1.

Îòñþäà ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò A1

A1 = − εe − εi
2εe + εi

· 2µ0

R2
.

Òàêèì îáðàçîì ïîòåíöèàë ïîëÿ ðåàêöèè φr èìååò âèä

φr(r, θ) = − εe − εi
2εe + εi

· 2µ0

R3
r cos θ.

Ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ýòîãî ïîòåíöèàëà - ïîëå ðåàêöèè (On)

~Er = −~∇φA = ~ez
2

R3

εe − εi
2εe + εi

µ0. (11.10)

Çäåñü òàêæå ó÷òåíî, ÷òî îðò ïîëÿðíîé îñè

~ez = ~er cos θ − ~eθ sin θ,

ãäå ~er è ~eθ - îðòû ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ~Er íàïðàâ-
ëåíî âäîëü ïîëÿðíîé îñè è åãî íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âûäåëåííîãî
äèïîëÿ ~µ0.

Ýòî ïîëå ðåàêöèè èíäóöèðóåò íà âåäåëåííîé ìîëåêóëå äîïîëíèòåëüíûé äèïîëü-
íûé ìîìåíò

δµ = αEr = αβµ0,
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ãäå α - ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóëû, à ïîñðåäñòâîì β ìû îáîçíà÷èëè âåëè÷èíó

β =
2

R3

εe − εi
2εe + εi

.

Â ðåçóëüòàòå äèïîëüíûé ìîìåíò ìîëåêóëû áóäåò

µ(1)
r = µ0 + δµ = µ0(1 + αβ).

Ýòîò óâåëè÷åííûé äèïîëüíûé ìîìåíò, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ñèëüíåå ïîëÿðèçîâàòü
âíåøíåå îêðóæåíèå, ÷òî ïðèâåäåò ê óñèëåíèþ ïîëÿ ðåàêöèè, ò.å. áóäåò

E(2)
r = βµ(1)

r ,

à ýòî óâåëè÷åíèå ïîëÿ ðåàêöèè ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ èíäóöèðîâàííîãî äèïîëü-
íîãî ìîìåíòà

µ(2)
r = αE(2)

r = αβ(µ0 + δµ) = µ0(αβ + (αβ)2).

Ýòîò äèïîëüíûé ìîìåíò îïÿòü âîçäåéñòâóåò íà ñðåäó, óâåëè÷èâàÿ ïîëå ðåàêöèè,
êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, óâåëè÷èâàåò äèïîëüíûé ìîìåíò è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïðèõîäèì ê ïðîöåäóðå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷èì, ÷òî
ýôôåêòèâíûé äèïîëüíûé ìîìåíò ìîëåêóëû, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëÿðíîì îêðóæåíèè
áóäåò ðàâåí ñóììå ñîáñòâåííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà è èíäóöèðîâàííîãî ïîëåì ðå-
àêöèè (mur)

µr = µ0(1 + αβ + (αβ)2 + (αβ)3 + ...) =
µ0

1− αβ
. (11.11)

Îòñþäà ìû ìîæåì âûðàçèòü èíäóöèðîâàííûé ðåàêöèîííûì ïîëåì äèïîëüíûé ìî-
ìåíò

∆µ = µr − µ0 =
α

1− αβ
Er,

ò.ê. Er = βµ0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîëÿðíîì îêðóæåíèè ìîëåêóëà èìååò ýôôåêòèâíóþ
ïîëÿðèçóåìîñòü (al)

αeff =
α

1− αβ
. (11.12)

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè äèýëåêòðèê áåç âíåøíåãî ïîëÿ. Ïóñòü òåïåðü ýòîò
ïîëÿðíûé äèýëåêòðèê ïîìåùàåòñÿ âî âíåøíåå ïîëå ñ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ~E.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íàì íåîáõîäèìî òåïåðü îïðåäå-
ëèòü äåéñòâóþùåå (ëîêàëüíîå) íà ìîëåêóëó ïîëå ~Eloc. Äëÿ ýòîãî íàì íàäî ðåøèòü
óðàâíåíèå Ëàïàëàñà (11.9), íî ïðè äðóãèõ àñìïòîòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â
ñèëó òîãî, ÷òî íà ñèñòåìó íàëîæåíî âíåøíåå ïîëå, òî ïîòåíöèàë íà áåñêîíå÷íîñòè
íå äîëæåí òåïåðü ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, à äîëæåí ïåðåõîäèòü â ïîòåíöèàë âíåøíåãî
ïîëÿ, êîòîðîå ìû ïîëàãàåì îäíîðîäíûì

φe(r → ∞) → −Er cos θ′ = −Ez′,

ãäå z′ - îñü ïàðàëëåëüíà âåêòîðó ~E, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíè-
åì äèïîëüíîãî ìîìåíòà âûäåëåííîé ìîëåêóëû, θ′ - ïîëÿðíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé
îò îñè z′. Òåïåðü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ ìû äîëæíû èñêëþ÷èòü ñàìî-
âîçäåéñòâèå âûäåëåííîãî äèïîëÿ, ïîýòîìó èç øàðà S ìû óäàëÿåì ýòó âûäåëåííóþ
ìîëåêóëó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r → 0 ïîòåíöèàë äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê ïîñòîÿíííîìó
çíà÷åíèþ

φi(r → 0) → Const.

43



Ñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè S îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Òîãäà,
äëÿ êîýôôèöèåíòà A1, îïðåäåëÿþùåãî ôíóòðåííèé ïîòåíöèàë, ïîëó÷èì

A1 = − 3εe
2εe + εi

RE,

à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè øàðà S, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò (Ein)

~Ein = ~ez′
3εe

2εe + εi
E = ~ez′gE, (11.13)

ãäå
g =

3εe
2εe + εi

.

Ïîëå ~Ein ÿâëÿåòñÿ ïîëåì êàâèòàöèè ïî îïðåäåëåíèþ Îíçàãåðà. Èìåííî ýòî ïîëå
âëèÿåò íà îðèåíòàöèþ äèïîëÿ. Ïîëå ðåàêöèè ~Er íå èîæåò îðèåíòèðîâàòü äèïîëü,
ò.ê. îíî âñåãäà ïàðàëëåëüíî äèïîëüíîìó ìîìåíòó ýòîé ìîëåêóëû.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíåé ïðîåêöèè äèïîëüíîãî ìîìåíòà íà
íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ïîëÿ ~E, îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé àñïåêò. Âû÷èñëèì
âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà B1

B1 =
εi − εe
εi + 2εe

RE.

Êîýôôèöèåíò B1 îïðåäåëÿåò äèïîëüíûé ìîìåíò, èíäóöèðîâàííûé íà øàðå S, ~µs

(mus)
~µs = B1R

2 =
εi − εe
εi + 2εe

R3 ~E. (11.14)

Øàð S, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåäñòàâëÿò ñîáîé îäíîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé øàð ñ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ εi ïîìåùåííûé â îäíîðîäíóþ äèýëåêòðè÷ñêóþ
ñðåäó ñ ïðîíèöàåìîñòüþ εe. Èç âûðàæåíèÿ (11.14) ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿðèçóåìîñòü
ýòîãî øàðà αs èìååò âèä (als)

αs =
εi − εe
εi + 2εe

R3. (11.15)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîëÿðèçóåìîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó øàðà, ò.ê. αs ∼ R3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñôåðà S çàêëþ÷àåò â ñåáå åäèíñòâåííóþ ìîëå-
êóëó è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí ñðåäíåìó ðàäèóñó ýòîé ìîëåêóëû R = a.
Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ýëåêòðîííàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóëû, òî ìû äîëæíû
èëè çàôèêñèðîâàòü íàïðàâëåíèå ñîáñòâåííîãî ìîëåêóëÿðíîãî äèïîëüíîãî ìîìåí-
òà, èëè ñ÷èòàòü ìîëåêóëó íåïîëÿðíîé. Ýòî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàññìîòðåíèþ
äåéñòâèÿ íà äàííóþ ìîëåêóëó âûñîêî÷àñòîòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðè-
ìåð, îïòè÷åñêîãî äèàïàçîíà, êîãäà èç-çà èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ ìîëåêóëà íå óñïåâà-
åò îðèåíòèðîâàòüñÿ â ïîëå ýòîãî èçëó÷åíèÿ. Òîãäà äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü
âíóòðè øàðà S ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé îïòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
εi = εopt = n2

o. Ïóñòü, äàëåå, ýòà ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ â âàêóóìå, òîãäà âíå ñôåðû
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü εs = 1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èç (11.15)ïîëó÷èì äëÿ
ïîëÿðèçóåìîñòè ìîëåêóëû âûðàæåíèå (almol)

αo =
n2
o − 1

n2
o + 2

a3. (11.16)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ôîðìóëîé äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû ýëåêòðîííîé ïîëÿðèçóåìîñòè,
íàïðèìåð, ìîëåêóëû âîäû. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû no = 1, 333, ñðåäíèé ðà-
äèóñ ìîëåêó H2O ìîæíî ïðèíÿòü a ≈ 1, 5 �A. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôîð-
ìóëà (11.16) äàåò çíà÷åíèå αo ≈ 0, 7 · 10−24 ñì3, ÷òî â äâà ðàçà ìåíüøå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïîëÿðèçóåìîñòè ìîëåêóëû âîäû αH2O = 1, 44 · 10−24 ñì3.
Åñëè âìåñòî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âçÿòü çíà÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè ε∞ = 1, 8, òî ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå äëÿ ïîëÿðèçóåìîñòè â òî÷íîñòè ñîâïà-
äàþùåå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì. Äëÿ íàñ, îäíàêî, ñå÷àñ âàæíî ïîä÷åðêíóòü òî, ÷òî
ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóëû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà êóáó åå ñðåäíåãî ðàäèóñà,
ò.å. α ≈ R3.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíåé ïðîåêöèè 〈µ〉E äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìî-
ëåêóëû íà íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ïîëÿ ~E. Ýôôåêòèâíûé äèïîëüíûé ìîìåíò âûäå-
ëåííîé ìîëåêóëû èìååò âèä

~µ = ~µr + αeff · g ~E.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýòîãî äèïîëÿ â ëîêàëüíîì (äåéñòâóþùåì) ïîëå áóäåò

U = −µ~Ein = −gµr cos θE − αeff (gE)2,

ãäå θ - óãîë ìåæäó äèïîëüíûì ìîìåíòîì è âíåøíèì ïîëåì, ò.å. ìåæäó âåêòîðàìè
~ez è ~ez′ . Êàê âèäíî âòîðîå ñëàãàåìîå îò óãëà íå çàâèñèò, ñëåäîâàòåëüíî îíî íå áóäåò
äàâàòü âêëàä â îðèåíòàöèîííóþ ïîëÿðèçàöèþ. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ áîëüöìàíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå (ñì. (11.6)), âû÷èñëèì ñðåäíþþ ïðîåêöèþ 〈µ〉E äèïîëüíîãî ìîìåíòà
íà íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ïîëÿ. Îãðàíè÷èâøèñü, òàêæå êàê è âûøå, ïåðâûìè äâóìÿ
÷ëåíàìè â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè Ëàíæåâåíà, ïîëó÷èì (muE)

〈µ〉E ≈
(
αeff +

µ2
r

3kbT

)
gE. (11.17)

Äàëåå, ñëåäóÿ Îíçàãåðó, ìû ïðèìåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå: ìû äîïóñòèì,
÷òî ñôåðà S èìååò ðàäèóñ, ðàâíûé ñðåäíåìó ìîëåêóëÿðíîìó ðàäèóñó äèïîëüíîé
ìîëåêóëû, ò.å. ïðèìåì R = a, ãäå a - ñðåäíèé ðàäèóñ ìîëåêóëû. Äèýëåêòðè÷åñêóþ
ïðîíèöàåìîñòü âíóòðè øàðà S ìîæíî ïîëîæèòü εi = ε∞ èëè äàæå, êàê ó Îíçàãåðà,
εi = n2

o. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âíåøíåé îáëàñòè øàðà S ðàâíà èñêîìîé
ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äèýëåêòðèêà, ò.å. εe = εs. Ðåçóëüòàòîì
òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëîêàëüíîå ïîëå ~Ein, äåéñòâóþùåå íà âûäå-
ëåííûé äèïîëü, ìîæíî, òàêæå êàê è â òåîðèè Ëîðåíòöà, îáîçíà÷èòü ~E1, ïîä÷åðêíóâ
òåì ñàìûì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàåòñÿ ìåæìîëåêóëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå
áëèæàéøèõ ñîñåäåé ñ âûäåëåííîé ìîëåêóëîé. Ñ ó÷åòîì âûøå ñêàçàííîãî âûïèøåì
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ

β =
2(εs − n2

0)

2εs + n2
0

, g =
3εs

2εs + n2
0

,

à äëÿ ïîëÿðèçóåìîñòè α èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (11.16).
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âûïèøåì îáùåå

âûðàæåíèå
εs = 1 + 4πn〈µ〉E = 1 + 4πngαeff +

4πnµ0

3kbT

g

(1− αβ)2
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
ε∞ = 1 + 4πgαeff ,
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è, êðîìå ýòîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ε∞ ≈ n2

o ≈ 1 ¿ εs.

Òîãäà ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Îíçàãåðà, êîòîðóþ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå (epOn)
(εs − ε∞)(2εs + ε∞)

εs(ε∞ + 2)2
=

4πnµ2
0

9kbT
. (11.18)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè µ0 = 0 ôîðìóëà (11.18) ïåðåõîäèò â ôðìóëó Êëàóçèóñà
- Ìîñîòòè (11.5) ïðè óñëîâèè 4

3
πa3n = 1, ò.å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ìîëåêóëû çàïîëíÿþò

âåñü äîñòóïíûé îáúåì äèýëåêòðèêà.
Îòëè÷èå òåîðèè Îíçàãåðà îò òåîðèè Äåáàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äåáàé,

èñïîëüçóÿ ëîêàëüíîå ïîëå Ëîðåíòöà â êà÷åñòâå äåéñòâóþùåãî ïîëÿ íåÿâíî ïðåäïî-
ëîæèë, ÷òî ñðåäíÿÿ ïðîåêöèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ïîëÿ
~E ïàðàëëåëüíà òàêæå ëîêàëüíîìó ïîëþ Ëîðåíòöà. Ýòî ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî
â îðèåíòàöèè äèïîëÿ ïðèíèìàåò ó÷àñòèå ïîëå ðåàêöèè, êîòîðîå, ïî îïðåäåëåíèþ,
ïàðàëëåëüíî µ0 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò åãî îðèåòèðîâàòü. Ïî îáðàçíîìó âû-
ðàæåíèþ Îíçàãåðà ïîëó÷àåòñÿ òàê, ÷òî ìîëåêóëû îðèåíòèðóþò ñåáÿ ñ ïîìîùüþ
"ðåìåøêîâ îò ñîáñòâåííûõ ñàïîã" [8]. Ñëåäñòâèåì òàêîãî ñàìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî èç ôîðìóëû Äåáàÿ (11.8), åñëè åå ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî εs, ñëåäóåò âû-
âîä, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå, ðàâíîé íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ òåìïåðàòóðîé Êþðè T = Tc

Tc =
4πnµ2

0

3kb(3− 4πnα)

äîëæåí íàáëþäàòüñÿ ýôôåêò íåîãðàíè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ âåëè÷èíû äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîíèöàåìîñòè, ò.å. ïðè T → Tc εs → ∞. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ó÷åñòü ñëåäóþùèå
÷ëåíû â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè Ëàíæåâåíà, òî âìåñòî ñòðåìëåíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ïîëó÷èòñÿ ñîñòîÿíèå äèýëåêòðè÷åñêîãî íàñûùåíèÿ. Ñëäåäîâàòåëüíî, íèæå òåìïå-
ðàòóðû Tc âåùåñòâî äîëæíî îáëàäàòü ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèåé, ò.å. ïðîÿâëÿòü ñå-
ãíåòîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà. Åñëè â êà÷åñòâå òàêîãî âåùåñòâà âçÿòü âîäó, òî èç
òåîðèè Äåáàÿ ñëåäóåò, ÷òî âîäà äîëæíà ïðîÿâëÿòü ñâîéñòâà ñåãíåòîýëåêòðèêà ïðè
êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ. Ýêñïåðèìåíò íå ïîäòâåðäèë ýòîò âûâîä. Îíçàãåð, óñòðà-
íèâ ñàìîäåéñòâèå äèïîëÿ ñ ïîìîùüþ ïîëÿ ðåàêöèè, óñòðàíèë òåì ñàìûì è ýòî
íåñîîòâåòñâèå, äðóãèì ïðîÿâëåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ "êàòàñòðîôà"Ìîñîòòè.

Ôîðìóëà (11.18) äàåò äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîäû ñóùåñòâåííî
ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, íåæåëè ôîðìóëà Äåáàÿ. Îäíàêî, âìåñòå ñ òåì, ðàñõîæäåíèå
ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé âñå åùå âåëèêî. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ àñ-
ñîöèèðîâàííûõ æèäêîñòåé ôîðìóëà Îíçàãåðà íå ïðèìåíèìà.

11.4 Òåîðèÿ Êèðêâóäà.
Îòëè÷èå òåîðèè Êèðêâóäà îò òåîðèè Îíçàãåðà, ïî ñóùåñòâó, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî â ôîðìóëå (11.18) èñïîëüçóåòñÿ íå ñîáñòâåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò ìîëåêó-
ëû µ0, à ýôôåêòèâíûé äèïîëüíûé ìîìåíò, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ó÷åòå äèïîëü-
äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âûäåëåííîãî ìîëåêóëÿðíîãî äèïîëÿ ñ äèïîëüíûìè ìî-
ìåíòàìè îêðóæàþùèõ åãî ìîëåêóë. Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ýòîé ïîïðàâêè ñíà-
÷àëà â îáùåì âèäå. Âíåøíåå ïîëå îòñóòñòâóåò. Êðîìå ýòîãî ïðè âû÷èñëåíèè âçà-
èìíîé îðèåíòàöèè äèïîëåé íå áóäåì ó÷èòûâàòü ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóë, ò.å. áó-
äåì ïîëàãàòü α = 0. Â âûäåëåííîé ñôåðè÷åñêîé îáëàñòè S ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ
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ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ ïîëÿðíóþ îñü âäîëü íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îñè
z. Â ýòîé ñèñòåìå ïîëîæåíèå ìîëåêóëÿðíîãî äèïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðì
~ri = r{~eri, ~eθri, ~eφri} åãî öåíòðà, à îðèåíòàöèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà - ñ ïîìîùüþ ïî-
ëÿðíûõ è àçèìóòàëüíûõ óãëîâ θi è φi. Ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò êàæäîãî äèïîëÿ
áóäåì îáîçíà÷àòü qi, à ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò âñåõ äèïîëåé, ò.å. êîíôèãóðàöèîí-
íîå ïðîñòðàíñòâî, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Q.

Ïóñòü ñôåðè÷åñêàÿ îáëàñòü S ñîäåðæèò N ìîëåêóë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáëàäàåò
ñîáñòâåííûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì ~µ0i. Òîãäà äèïîëüíûé ìîìåíò îáëàñòè S áóäåò

~M(Q) =
N∑
i

~µ0i.

Êâàäðàò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ~M ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

M2 = ~M ·
N∑
i

~µ0i.

Ïîëíóþ ýíåðãèþ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ N ìîëåêóë îáîçíà÷èì
U(Q). Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà äèïîëüíîãî ìîìåíòà M2 ìîæíî âû÷èñëèòü, èñ-
ïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà

〈M2〉 = J

∫
M2(Q) exp

(
−U(Q)

kbT

)
dQ,

ãäå íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë J èìååò âèä

J =

∫
exp

(
−U(Q)

kbT

)
dQ

è èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå M2, âûðàæåíèå äëÿ 〈M2〉 ïðåäñòàâèì â âèäå (M2)

〈M2〉 =
N∑
i

∫
~µ0i

(
J

∫
~M(Q) exp

(
−U(Q)

kbT

)
dQ′

)
dqi, (11.19)

ãäå dQ′ - ýëåìåíò îáúåìà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà çà èñêëþ÷åíèåì i-ãî
ýëåìåíòà îáúåìà dqi.

Äîìíîæèì è ïîäåëèì âíóòðåííèé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (11.19) íà èíòåãðàë
J ′, ðàâíûé

J ′ =
∫

exp

(
−U(Q)

kbT

)
dQ′,

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (mu*)

~µ∗
i = J ′

∫
~M(Q) exp

(
−U(Q)

kbT

)
dQ′ (11.20)

pi =
J ′

J
.

Ñìûñë ýòèõ îáîçíà÷åíèé ñëåäóþùèé: ~µ∗
i - ýòî ñðåäíèé äèïîëüíûé ìîìåíò ñôåðû

S ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè è îðèåíòàöèè äèïîëÿ ~µ0i èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
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äèïîëüíûé ìîìåíò ñôåðû S, ïîëÿðèçîâàííîé îäíèì èç ñâîèõ äèïîëåé; pi - ýòî âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äèïîëü ~µ0i èìååò äàííûå ìîäóëü è îðèåíòàöèþ, ò.å. ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà äëÿ 〈M2〉 ìîæíî íàïèñàòü (2M2)

〈M2〉 =
N∑
i

∫
~µ0i~µ

∗
i pidqi. (11.21)

Åñëè âñå äèïîëè ïðèìåðíî ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ~µ0i ≈ ~µ0, òî âñå ÷ëåíû ñóììû (11.21)
ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíà 〈~µ0i~µ

∗
i 〉 óñðåäíÿåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì

~µ0i, à ò.ê. ìû ïîëàãàåì |~µ0i| ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé (ïîëÿðèçóåìîñòü ðàâíà íóëþ),
óñðåäíåíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî ïî îðèåíòàöèÿì. Ïîëàãàÿ, ÷òî â æèäêîñòè
íåò âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ (æèäêîñòü èçîòðîïíà), ïîëó÷èì

〈~µ0i~µ
∗
i 〉 = ~µ0i~µ

∗
i

è, ñëåäîâàòåëüíî, (mm)
〈M2〉 = N~µ0i~µ

∗
i . (11.22)

×òîáû âû÷èñëèòü ~µ∗
i íàäî ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå âûäåëåííîãî ôèêñèðîâàííîãî

äèïîëÿ ~µ0i ñ z áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè äèïîëÿìè. Âåëè÷èíó ~µ∗
i ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê âåêòîðíóþ ñóììó ìîìåíòà äèïîëÿ ~µ0i è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ z áëèæàéøèõ
ñîñåäåé, òîãäà

〈~µ0i~µ
∗
i 〉 = µ2

0(1 + z〈cos γij〉,
ãäå

〈cos γij〉 = Jγ

∫
cos γij exp

(
− Uij

kbT

)
dωidωj,

ãäå èíòåãðàë Jγ ðàâåí
Jγ =

∫
exp

(
− Uij

kbT

)
dωidωj.

Ýíåðãèÿ Uij - ýòî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ äèïîëåé, dωi è dωj - ýëåìåíòû òåëåñ-
íûõ óãëîâ, â êîòîðûõ ëåæàò íàïðàâëåíèÿ ýòèõ äèïîëåé. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ äèïîëåé èìååò âèä

Uij = − µiµj

|~ri − ~rj|3 (2 cos θi cos θj − sin θi sin θj cos(φi − φj)).

Òàêèì îáðàçîì 〈cos γij〉 - ýòî ñðåäíèé êîñèíóñ óãëà ìåæäó ñîñåäíèìè äèïîëÿìè.
Âûðàæåíèå 1 + z〈cos γij〉 íàçûâàåòñÿ g-ôàêòîðì Êèðêâóäà

g = 1 + z〈cos γij〉.

Òîãäà âûðàæåíèå (11.22) ïðèíèìàåò âèä (mmm)

〈M2〉 = N~µ2
0g. (11.23)

Ñòÿãèâàÿ, äàëåå, ðàäèóñ ñôåðû S äî ðàäèóñà ìîëåêóëû (N=1), ìû ïîëó÷èì ñðåä-
íåå çíà÷åíèå êâàäðàòà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîëåêóëû ñ ó÷åòîì äèïîëü-äèïîëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè (mum)

〈µ2〉 = µ2
0g. (11.24)
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Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå âìåñòî µ2
0 â âûðàæåíèå (11.18), ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Êèðê-

âóäà (epK)
(εs − ε∞)(2εs + ε∞)

εs(ε∞ + 2)2
=

4πnµ2
0g

9kbT
. (11.25)

Îñíîâûâàÿñü íà ìîäåëè âîäû, ïðåäëîæåííîé Áåðíàëîì è Ôàóëåðîì, Êèðêâóä
âû÷èñëñë âåëè÷èíó ñðåäíåãî êîñèíóñà óãëà ìåæäó äèïîëÿìè ìîëåêóë âîäû â ýòîé
ìîäåëè

〈cos γij〉 = cos2
θ

2
,

ãäå θ ≈ 105o - âàëåíòíûé óãîë ìîëåêóëû âîäû. Îãðàíè÷èâøèñü ÷åòûðüìÿ áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè âûäåëåííîé ìîëåêóëû âîäû, êîòîðûå îáðàçóþò ñ íåé âîäîðîä-
íûå ñâÿçè, ò.å. ïðèíÿâ z=4, äëÿ g-ôàêòîðà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå g=2,48. Ïî äàííûì
ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà äëÿ âîäû ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ âåëè÷èíà g-
ôàêòîðà ðàâíà ïðèìåðíî 2,5 [5]. Êàê âèäèì, ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ
â ïðåêðàñíîì ñîãëàñèè ñ òåîðåòè÷åñêèì. Èñïîëüçóÿ ýòî çíà÷åíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü
âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ñòà-
òè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ âîäû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ôîðìóëà
Êèðêâóäà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè ïîëÿðíûõ æèäêîñòåé.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì ñóùåñòâåííóþ ïðîáëåìó, êîòîðàÿ äî êîíöà
íå ðåøåíà è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ýòà ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê âûáîðó âåëè÷èíû ε∞ ïðè
âû÷èñëåíèè ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ðàçíûå àâòîðû, èñïîëü-
çóÿ âûøå ïðèâåäåííûå ôîðìûëû Äåáàÿ, èëè Îíçàãåðà, èëè Êèðêâóäà ïðèíèìàþò
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ε∞. Íåêîòîðûå ïîëàãàþò ε∞ = 1, äðóãèå ñ÷èòàþò, ÷òî
ε∞ = n2

o = 1.79, à íåêîòîðûå èñïîëüçóþò ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ε∞ ≈ 5 äëÿ
èíôðàêðàñíîãî äèàïàçîíà. Èç-çà ýòîãî âîçíèêàåò ñóùåñòâåííàÿ ïóòàíèöà è íåîïðå-
äåëåííîñòü êàê â ÷èñëîâûõ îöåíêàõ, òàê è âòåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäàõ. Íà ýòî óæå
äàâíî áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå. Òàê, Õàðèñ è Îëäåð [5] îáúÿñíÿþò ïîâûøåííîå
çíà÷åíèå ε∞ â èíôðàêðàñíîì äèàïàçîíå òåì, ÷òî íà ýòèõ ÷àñòîòàõ âñå åùå èìååò
ìåñòî àòîìíàÿ äåôîðìàöèîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè äåôîðìàöèîííîé
ïîëÿðèçóåìîñòè (11.16) îíè âìåñòî n2

o âçÿëè ε∞. Êðîìå ýòîãî îíè âû÷èñëèëè g-
ôàêòîð, îñíîâûâàÿñü íà ìîäåëè Ïîïëà, ñîãëàñíî êîòðîé äîïóñêàåòñÿ äåôîðìàöèÿ
(èçãèá) âîäîðîäíûõ ñâÿçåé. Îíè ïîëó÷èëè, ÷òî g-ôàêòîð ìåíÿåòñÿ îò 2,6 ïðè 0 o

C äî 2,46 ïðè 83 oC. Ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè âåëè÷èíàìè εs â ýòîì ñëó÷àå
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 2% â îáëàñòè òåìïåðàòóð îò 0 äî 80 oC.
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Ãëàâà 12

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â
äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ
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Ãëàâà 13

Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ è
ñïåêòðîâ
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Ãëàâà 14

Âîäîðîäíàÿ ñâÿçü

Óæå äàâíî áûëî óñòàíîâëåíî ÿâëåíèå ìîëåêóëÿðíîé àññîöèàöèè. Åùå â 1891 ã. Â.
Íåðíñò ïèñàë î íåîáõîäèìîñòè ñïåöèàëüíîé òåîðèè äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîâåäåíèÿ àññî-
öèèðîâàííûõ ñîåäèíåíèé. Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñëåäîâàëî, ÷òî àññîöèàòû
îáðàçóþò ìîëåêóëû, ñîäåðæàùèå, êàê ïðàâèëî, íåêîòîðûå îïðåäåëåííûå ôóíêöè-
îíàëüíûå ãðóïïû. Íàïðèìåð, ñïèðòû è ôåíîëû ëåãêî îáðàçóþò àññîöèàòû, à óã-
ëåâîäîðîäû èõ ïî÷òè íå îáðàçóþò. Â 1903 ã. À. Âåðíåð âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî â ñîëÿõ àììîíèÿ ñâÿçü ìåæäó ìîëåêóëîé àììèàêà è èîíîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó íèìè ïðîòîíà. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå îí ñèìâî-
ëèçèðîâàë ñõåìîé (H3N...H)X. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû èäåè îá ñóùåñòâåííîé ðîëè
ïðîòîíà â íåêîòîðûõ ñîåäèíåíèÿõ íåçàâèñèìî âûñêàçûâàëè è äðóãèå èññëåäîâàòå-
ëè. Îäíàêî âðåìåíåì ðîæäåíèÿ ïîíÿòèÿ âîäîðîäíîé ñâÿçè, âèäèìî, ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü ìîìåíò âûõîäà â 1920 ã. èçâåñòíîé ðàáîòû Â. Ëàòèìåðà è Ð. Ðîäåáóøà (J. Am.
Chem. Soc. 1920. V. 42. P. 1419.), â êîòîðîé îíè, ïî-ñóòè, ââåëè ïîíÿòèå âîäîðîäíîé
ñâÿçè, õîòÿ ýòà èäåÿ ïðîòèâîðå÷èëà òàê íàçûâàåìîìó ïðàâèëó îêòåòîâ. Ýòà ðàáîòà
ñòèìóëèðîâàëà èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ âîäîðîäíîé ñâÿçè è ê ìîìåíòó
âûõîäà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáçîðíîãî òðóäà Ä. Ïèìåíòåëà è Î. Ìàê-Êëåëëàíà â
1960 ã. [1] ÷èñëî ïóáëèêàöèé, òàê èëè èíà÷å êàñàþùèõñÿ âîäîðîäíîé ñâÿçè, ñîñòàâ-
ëÿëî áîëåå 3000. Èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðîÿâëåíèé âîäîðîäíûõ
ñâÿçåé ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ëèòåðàòóðà ïî ýòîé ïðîáëåìå ïðàê-
òè÷åñêè íåîáîçðèìà. Â ýòîé ãëàâå ìû êðàòêî îõàðàêòåðèçóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà
âîäîðîäíîé ñâÿçè, ñäåëàâ óïîð íà òåõ, êîòîðûå íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ â áèî-
ëîãè÷åñêèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ. Òàêæå áóäåò äàíî íåêîòðîå ïðåäñòàâëåíèå î
ñîâðåìåííîé òåîðèè âîäîðîäíîé ñâÿçè.

14.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñî-
åäèíåíèé ñ âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Ñîãëàñíî Äæ. Áåðíàëó ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå óñëîâèÿ
îáðàçîâàíèÿ âîäîðîäíîé ñâÿçè: 1) íàëè÷èå àòîìà âîäîðîäà (èëè åãî èçîòîïîâ) íà
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé äâà ýëåêòðîîòðèöàòåëüíûõ àòîìà; 2) â êà÷åñòâå ýëåêòðîîò-
ðèöàòåëüíûõ àòîìîâ ìîãóò áûòü F, O, N, Cl è S (ñåé÷àñ ýòîò ñïèñîê ìîæåò áûòü
ðàñøèðåí, ò.ê. âûÿâëåíà ñïîñîáíîñòü íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ñ áîëåå íèçêîé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ýëåìåíòàìè âòîðîãî ïåðèîäà ýëåêòðîîòðèöàòåëüíîñòüþ (íàïðèìåð, P, As
è äð.) âêëþ÷àòüñÿ â îáðàçîâàíèå âîäîðîäíîé ñâÿçè); 3) âîäîðîäíûå ñâÿçè ïðåäïî-
÷òèòåëüíî ëèíåéíû, ò.å. äâà ýëåêòðîîòðèöàòåëüíûõ àòîìà è âîäîðîä ìåæäó íèìè
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ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ðàçëè÷àþò òðè òèïà ìîëåêóëÿðíûõ âçàèìîäåéñòâèé - õèìè÷åñêèå ñâÿçè, âàíäåð-

âààëüñîâû ñèëû è âîäîðîäíûå ñâÿçè. Ïðèðîäà õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé, êàê ìû âèäåëè
âûøå (ãë. 12), îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâûì õàðàêòåðîì ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýíåðãèÿ
õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé äèññîöèàöèè ìîëåêóë è ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ýÂ. Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óíèâåð-
ñàëüíûé âèä äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ýíåðãèÿ ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå ýíåðãèè õèìè÷åñêîé ñâÿçè. Îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ âàí-
äåðâààëüñîâûì âçàèìîäåéñòâèÿì ïðîèñõîäèò ñæèæåíèå ãàçîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðà-
òóðàõ. Ïîðÿäîê âåëè÷èíû ýíåðãèè ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî îöåíèòü èç äàííûõ
ïî òåïëîòå èñïàðåíèÿ ñæèæåííûõ ãàçîâ. Âîäîðîäíûå ñâÿçè îòëè÷àþòñÿ îò ïåðå÷èñ-
ëåííûõ òåì, ÷òî åå îáðàçîâàíèå ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà àòîì âîäîðîäà, âõîäÿùèé
â ñîñòàâ îäíîé ìîëåêóëû R1X − H, îáðàçóåò âòîðóþ (êàê ïðàâèëî áîëåå ñëàáóþ)
ñâÿçü ñ àòîìîì Y , âõîäÿùèì â ñîñòàâ äðóãîé ìîëåêóë Y R2. Â ðåçóëüòàòå îáå ìîëå-
êóëû îáúåäèíÿþòñÿ â êîìïëåêñ R1X −H...Y R2 ÷åðåç òàê íàçûâàåìûé âîäîðîäíûé
ìîñòèê −X − H...Y−, ãäå ñîáñòâåííî âîäîðîäíàÿ ñâÿçü èçîáðàæàåòñÿ ïóíêòèðîì.
Ìîëåêóëà R1X −H íàçûâàåòñÿ äîíîðîì ïðîòîíà, ìîëåêóëà Y R2 - àêöåïòîðîì ïðî-
òîíà. Ýíåðãèÿ âîäîðîäíîé ñâÿçè âàðüèðóåòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ, íî â ñðåäíåì îíà
çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ýíåðãèåé õèìè÷åñêîé ñâÿçè è âàíäåð-
âààëüñîâûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, ñîñòàâëÿÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû äåñÿòûå äîëè ýÂ.
Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè âîäîðîäíîé ñâÿçè ëåæàò â ïðîìåæóòêå 0, 13÷ 0, 35 ýÂ,
õîòÿ åå ìèíèìàëüíîå èçâåñòíîå çíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò 0,065 ýÂ (ò.å. òîãî æå ïîðÿäêà,
÷òî è ýíåðãèÿ âàíäåðâààëüñîâûõ âçàèìîäåéñòâèé), à ìàêñèìàëüíîå èçâåñòíîå çíà-
÷åíèå ðàâíî 1,74 ýÂ (ò.å. ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷åíèþ ýíåðãèè õèìè÷åñêîé ñâÿçè). Â
ñâÿçè ñ øèðîêîé âàðèàáèëüíîñòüþ ýíåðãèè âîäîðîäíûõ ñâÿçåé ðàçëè÷àþò ñèëüíûå
è ñëàáûå âîäîðîäíûå ñâÿçè. Ñëàáûìè ñ÷èòàþòñÿ âîäîðîäíûå ñâÿçè, åñëè èõ ýíåðãèÿ
íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ ∼ 0, 8 ýÂ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè,
÷òî íàèáîëüøåé ñòàáèëüíîñòüþ Í-ñâÿçü îáëàäàåò ïðè ëèíåéíîì ðàñïîëîæåíèè àòî-
ìîâ â âîäîðîäíîì ìîñòèêå X − H...Y . Ýòî ñâîéñòâî íàïðàâëåííîñòè âîäîðîäíîé
ñâÿçè èãðàåò â ãåîìåòðèè îáðàçóþùèõñÿ êîìïëåêñîâ òàêóþ æå ðîëü, êàê è íàïðàâ-
ëåííîñòü õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé â ãåîìåòðèè ìîëåêóë. Ðàññòîÿíèå RHY ìåæäó âîäî-
ðîäîì è ýëåêòðîîòðèöàòåëüíûì àòîìîì â âîäîðîäíîé ñâÿçè ìåíüøå, ÷åì ñóììà
èõ âàíäåðâààëüñîâûõ ðàäèóñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáðàçîâàíèè âîäîðîäíîé ñâÿçè
ýòè àòîìû ñáëèæàþòñÿ ñèëüíåå, ÷åì ïðè âàíäåðâààëüñîâîì âçàèìîäåéñòâèè. Ýòî
îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â õèìè÷åñêîé ñâÿçè X − H ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ïåðåðàñ-
ïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó àòîìàìè íåðàâíîìåðíî, ñòÿãèâàÿñü ê ýëåêòðîîòðèöàòåëüíîìó
àòîìó. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âîäîðîä ïðèîáðåòàåò ïàðöèàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä,
÷òî ïîçâîëÿåò åìó ýôôåêòèâíåå âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ äðóãèì ýëåêòðîòðèöàòåëü-
íûì àòîìîì. Òàê, íàïðèìåð, Êîêðýí ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé
äëÿ ðÿäà ñîåäèíåíèé îïðåäåëèë èíòåãðàëüíóþ ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü äëÿ àòîìà
âîäîðîäà (ò.å. ÷èñëî ýëåêòðîíîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäèí àòîì), âõîäÿùåãî â õèìè-
÷åñêîå ñîåäèíåíèå. Îí ïîëó÷èë, ÷òî äëÿ àòîìà Í, êîâàëåíòíî ñâÿçàííîãî ñ àòîìîì
êèñëîðîäà Î, îíà ñîñòàâëÿåò 0,4å, à äëÿ àòîìà Í, êîâàëåíòíî ñâÿçàííîãî ñ ìåíåå
ýëåêòðîîòðèöàòåëüíûì àòîìîì óãëåðîäà Ñ - ïî÷òè 0,8å (å - ýëåìåíòàðíûé çàðÿä).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðöèàëüíûé çàðÿä àòîìà âîäîðîäà â ñîåäèíåíèè O−H ñîñòàâ-
ëÿåò +0,6å, à â ñîåäèíåíèè C−H - âñåãî +0,2å. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûå
ìåòîäû êâàíòîâîé õèìèè ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëÿòü ïàðöèàëüíûå çà-
ðÿäû àòîìîâ, îáðàçóþùèõ ñâÿçàííóþ ìîëåêóëÿðíóþ ñèñòåìó.
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14.1.1 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîåäèíåíèé ñ âîäîðîäíûìè ñâÿ-
çÿìè.

Âîäîðîäíûå ñâÿçè îïðåäåëÿþò õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà ìíîãèõ ñîåäèíåíèé. Íà ðàç-
ðûâ âîäîðîäíîé ñâÿçè ïðè ïëàâëåíèè è èñïàðåíèè òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ ïîðÿäêà 0,4
ýÂ, à íà ðàçðóøåíèå âàíäåðâààëüñîâûõ ñâÿçåé - ýíåðãèÿ îêîëî 0,01-0,05 ýÂ. Ïîýòîìó
âåùåñòâà, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ìåæìîëåêóëÿðíûå âîäîðîäíûå ñâÿçè (àññîöèèðîâàí-
íûå æèäêîñòè), îáëàäàþò ñðàâíèòåëüíî âûñîêèìè òåïëîòàìè èñïàðåíèÿ è ïëàâëå-
íèÿ. Íàïðèìåð, â ðÿäó ñîåäèíåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1, êàæäàÿ ìîëåêóëà
ñîäåðæèò 10 ïðîòîíîâ è 10 ýëåêòðîíîâ, îäíàêî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïåíèÿ
ýòèõ ñîåäèíåíèé ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ, îñîáåííî äëÿ âîäû

Òàáëèöà 1.
Tmelt, oC Tboil, oC

Ne -249 -246
HF -92 +19
H2O 0 100
NH3 -78 -33
CH4 -184 -161

Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì âëèÿíèÿ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé íà ñâîéñòâà âåùåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèé. Äëÿ äâóõ èçîìåðîâ: ýòàíîëà C2H5OH è äèìåòèëîâîãî ýôèðà
CH3OCH3 òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ íà 102o (78 oC è -24 oC, ñîîòâåòñòâåí-
íî), à òåïëîòû èñïàðåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íà 24 êÄæ/ìîëü (42,63 è 18,6 êÄæ/ìîëü, ñî-
îòâåòñòâåííî). Ýòàíîë â îòëè÷èå îò äèìåòèëîâîãî ýôèðà ÿâëÿåòñÿ àññîöèèðîâàííîé
æèäêîñòüþ ñ ìåæìîëåêóëÿðíûìè âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè. Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿ-
åòñÿ èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ â ðÿäó ãèäðèäîâ ýëåìåíòîâ 6- ãðóïïû: â ðÿäó
îò H2Te äî H2S òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ ìîíîòîííî ïîíèæàåòñÿ è òîëüêî ó H2O îíà
ðåçêî ïîâûøàåòñÿ áëàãîäàðÿ àññîöèàöèè ìîëåêóë âîäû ÷åðåç âîäîðîäíûå ñâÿçè.

Õàðàêòåðíûì ñïåêòðîñêîïè÷åñêèì ïðîÿâëåíèåì âîäîðîäíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ
óìåíüøåíèå ÷àñòîòû ν(XH) ïðîäîëüíûõ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé ãðóïïû X − H â
ìîëåêóëû-äîíîðà ïðè îáðàçîâàíèè âîäîðîäíîé ñâÿçè ñ ìîëåêóëîé-àêöåïòîðîì. Ýòî
óìåíüøåíèå ÷àñòîòû ∆ν âàðüèðóåò îò ∼ 10 ñì−1 äëÿ î÷åíü ñëàáûõ ñâÿçåé äî 2 · 103
ñì−1 äëÿ ñèëüíûõ ñâÿçåé. Óìåíüøåíèå ÷àñòîòû òåì ñèëüíåå, ÷åì êîðî÷å ðàâíîâåñ-
íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîîòðèöàòåëüíûìè àòîìàìè X...Y â âîäîðîäíîé ñâÿçè.

Ðàçëè÷àþò ìåæìîëåêóëÿðíûå è âíóòðèìîëåêóëÿðíûå âîäîðîäíûå ñâÿçè. Ìåæ-
ìîëåêóëÿðíûå Í-ñâÿçè âêëþ÷àþò àññîöèàöèþ äâóõ ìîëåêóë îäíîãî è òîãî æå èëè
ðàçëè÷íûõ ñîåäèíåíèé. Îäíàêî ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì êîìïëåêñû íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî çà÷àñòóþ îäíà ìîëåêóëà ìîæåò îáðàçî-
âûâàòü íåñêîëüêî âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, ñóùåñòâóþò âåñüìà ðàçâåòâëåííûå ìîëåêó-
ëÿðíûå ñòðóêòóðû â âèäå öåïî÷åê, êîëåö èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê. Âíóòðèìî-
ëåêóëÿðíûå âîäîðîäíûå ñâÿçè îáðàçóþòñÿ ìåæäó àòîìíûìè ãðóïïàìè îäíîé è òîé
æå ìîëåêóëû. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî ÿâëåíèå íàçûâàëîñü õåëàöèÿ, ò.å. êëåøíåîáðàçî-
âàíèå. Âïîñëåäñòâå îòêàçàëèñü îò ýòîãî òåðìèíà, ñîõðàíèâ åãî ïðèìåíèòåëüíî ê
âçàèìîäåéñòâèþ ñ àòîìàìè ìåòàëëîâ. Âíóòðèìîëåêóëÿðíûå âîäîðîäíûå ñâÿçè øè-
ðîêî ïðåäñòàâëåíû â áèîëîãè÷åñêèõ ìîëåêóëàõ - áåëêàõ, ÄÍÊ è äð.

Îáøèðíûé ôàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïðîÿâëåíèÿ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé â ðàçëè÷íûõ
ñâîéñòâàõ âåùåñòâ, êîòîðûé çà íåáîëüøèì èñêëþ÷åíèåì íå ïîòåðÿë ñâîåé öåííîñòè
è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ñîáðàí â ìîíîãðàôèè [1]. Ê íåé ìû è îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ äëÿ
áîëåå ïîäðîáíîãî îçíàêîìëåíèÿ.
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Ãëàâà 15

Âîäà è åå ñâîéñòâà.

Íàèáîëåå âàæíîé è èíòåðåñíîé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìîé ñ âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè,
êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ áèîëîãè÷åñêîé
íàóêè, ÿâëÿåòñÿ âîäà. Òðóäíî ïåðåîöåíèòü ðîëü âîäû â æèâîé ïðèðîäå. Ýòà ðîëü
âûðàæàåòñÿ êðàòêèì ñëîãàíîì, ïîäîáíûì ïîãîâîðêå, "âîäà - îñíîâà æèçíè". Â ýòîì
ðàçäåëå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì îñíîâíûå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà âîäû è îò-
ìåòèì ðÿä îñîáåííîñòåé ýòèõ ñâîéñòâ - òàê íàçûâàåìûå àíîìàëèè. Àíîìàëüíûìè
èëè íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè âîäû íàçûâàþòñÿ òàêèå, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò àíà-
ëîãè÷íûõ ñâîéñòâ äëÿ äðóãèõ (îáû÷íûõ) æèäêîñòåé, ïîä êîòîðûìè, êàê ïðàâèëî,
ïîíèìàþò ïðîñòûå æèäêîñòè (íàïðèìåð, CCl4 èëè ñæèæåííûå áëàãîðîäíûå ãàçû),
ðàñïëàâû ìåòàëëîâ, îðãàíè÷åñêèå æèäêîñòè (íàïðèìåð, ñïèðòû èëè áåíçèí) è ò.ï.

Îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë ïî ôèçèêî-õèìè÷åñêèì ñâîéñòâàì âî-
äû â òðåõ åå àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèÿõ, à òàêæå îáçîð è êðèòè÷åñêèé àíàëèç òåîðå-
òè÷åñêèõ è ìîäåëüíûõ ïîñòðîåíèé, ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [2], êîòîðàÿ íå ïîòåðÿëà
ñâîþ àêòóàëüíîñòü è íàñòîÿùåå âðåìÿ. Íèæå ìû òàêæå ïðèâîäèì äàííûå äëÿ òðåõ
àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèé âîäû, ò.ê. èçìåíåíèå ñâîéñòâ âîäû â òî÷êàõ ôàçîâûõ ïåðå-
õîäîâ ïðè ïëàâëåíèè è èñïàðåíèè èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñàìèõ
ýòèõ ñâîéñòâ.

15.1 Íåêîòîðûå "àíîìàëüíûå"ñâîéñòâà âîäû.
15.1.1 Ïëîòíîñòü.
Íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü èìååò ñâîéñòâî àíîìàëèè ïëîòíîñòè âîäû ïðè òåìïåðà-
òóðíîì ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ïëàâëåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïëîòíîñòü âîäû áîëüøå ïëîò-
íîñòè ëüäà, ïîýòîìó ëåä ïëàâàåò íà ïîâåðõíîñòè âîäû. Âî-âòîðûõ, ïîñëå òàÿíèÿ
ëüäà ïëîòíîñòü âîäû óâåëè÷èâàåòñÿ, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà ïðè 4 oC, è òîëüêî çà-
òåì óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû. Â îáû÷íûõ æèäêîñòÿõ ïëîòíîñòü âñåãäà
óìåíüøàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû, à ïëîòíîñòü ðàñïëàâà ìåíüøå ïëîòíîñòè
òâåðäîé ôàçû. Óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè, íàïðèìåð, ìåòàëëîâ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷-
êó ïëàâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò 2-4%, à ó âîäû ýòîò ñêà÷îê îêîëî 10%, ïðè÷åì â îáðàòíóþ
ñòîðîíó. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ïëîòíîñòè âîäû ïðè ïëàâëåíèè îòëè÷àåòñÿ êàê
ïî çíàêó, òàê è ïî âåëè÷åíå îò àíàëîãè÷íîãî èçìåíåíèÿ â îáû÷íûõ æèäêîñòÿõ.

Âîäó ìîæíî ïåðåîõëàäèòü, ò.å. ñîçäàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíà áóäåò îñòà-
âàòüñÿ â æèäêîì ñîñòîÿíèè è íèæå 0 oC. Ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè òùàòåëüíî
î÷èùåííàÿ âîäà ïðè îñòîðîæíîì îõëàæäåíèè ìîæåò îñòàâàòüñÿ â æèäêîì ñîñòî-
ÿíèè äî -21 oC. Ïðè ïåðåîõëàæäåíèè âîäû â òîíêèõ êàïèëëÿðàõ ìîæíî äîñòè÷ü
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áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóð. Åñòü äàííûå î ïåðåîõëàæäåíèè âîäû äî -90 oC. Èíòå-
ðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïëîòíîñòü ïåðåîõëàæäåííîé âîäû ïî ìåðå ïîíèæåíèÿ òåìïå-
ðàòóðû óìåíüøàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê ïëîòíîñòè ëüäà. Ïëîòíîñòü ñàìîãî ëüäà ïðè
ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû îñòàåòñÿ ïðàêèì÷åñêè ïîñòî÷ííîé.

15.1.2 Ñæèìàåìîñòü.
Äðóãèì ñâîéñòâîì âîäû, îòëè÷àþùèì åå îò îáû÷íûõ æèäêîñòåé, ÿâëÿåòñÿ íåìîíî-
òîííûé õàðàêòåð òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè âîäû.
Ñæèìàåìîñòü õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü óìåíüøåíèÿ îáúåìà ïðè óâåëè÷åíèè äàâëå-
íèÿ è êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì ìîäóëåì âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ
K = −V (∂P/∂V )T . Â îáû÷íûõ æèäêîñòÿõ ñæèìàåìîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïî-
âûøåíèè òåìïåðàòóðû. Â âîäå æå ñæèìàåìîñòü ïðè íàãðåâàíèè îò 0 oC ñíà÷àëà
óìåíüøàåòñÿ, äîñòèãàÿ ìèíèìóìà ïðè 45 oC è òîëüêî ïîòîì íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòü-
ñÿ.

Ñâîéñòâà âåùåñòâà, èìåþùèå ýêñòðåìóì (ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì) â çàâèñèìî-
ñòè îò çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà, íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü è ñæèìàåìîñòü âîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ ýêñòðåìàëüíûì
ïîâåäåíèåì ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëü-
íîé çàâèñèìîñòè f(x) ÷àñòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóì-
ìîé äâóõ äðóãèõ f(x) = f1(x) + f2(x), îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, à
äðóãàÿ óáûâàþùåé. Â îáëàñòè, ãäå ôóíêöèè f1(x) è f2(x) ïðèìåðíî ðàâíû è áó-
äåò íàáëþäàòüñÿ ýêñòðåìóì. Ïîýòîìó, âèäèìî, óêàçàííûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà
âîäû îáóñëîâëåíû ïðîòèâîïîëîæíûì äåéñòâèåì äâóõ ôàêòîðîâ. Îäèí èç íèõ ýòî
ðàçóïîðÿäî÷èâàþùåå òåïëîâîå äâèæåíèå, ïðèðîäà äðóãîãî îáóñëîâëåíà, âèäèìî,
âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè.

Ê ýòîìó æå ñâîéñòâó ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå. Ïðè íîðìàëüíîì
äàâëåíèè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè êèñëîðîäà â âîäå ðàâíî
ïðèìåðíî 2,82 �A. Ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ ýòî ðàññòîÿíèå íà÷èíàåò
óìåíüøàòüñÿ, äîñòèãàÿ çíà÷åíèÿ ïðèìåðíî 2,79 �Aïðè äàâëåíèè îêîëî 2000 àòìî-
ñôåð, îäíàêî, çàòåì ýòî ðàññòîÿíèå íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì
äàâëåíèÿ, âûõîäÿ íà ïëàòî ïðè äàâëåíèè âûøå 4000 àòì; ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñîñåäíèìè àòîìàìè êèñëîðîäà ïðè ýòîì ðàâíî ïðèìåðíî 2,815 �A. Òàêàÿ ýêñòðåìàëü-
íàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè êèñëîðîäà âîäû
îò âíåøíåãî äàâëåíèÿ ãîâîðèò îò êîíêóðåíöèè êàêèõ-òî ñòðóêòóðíûõ ïðîöåññîâ â
ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìå.

15.1.3 Òåïëîåìêîñòü.
Åùå îäíîé õàðàêòåðèñòèêîé âîäû, êîòîðàÿ íåîá÷íûì îáðàçîì çàâèñèò îò òåìïåðà-
òóðû, ÿâëÿåòñÿ òåïëîåìêîñòü. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü òðè ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ïðè
ïëàâëåíèè òåïëîåìêîñòü âîäû óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà: äëÿ ëüäà â òî÷êå ïëàâëå-
íèÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè cp = 9 êàë/(ìîëü K), à äëÿ âîäû îíà
ðàâíà 18 êàë/(ìîëü K). Âî-âòîðûõ, òåïëîåìêîñòü cp äëÿ æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ âîäû,
îñòàâàÿñü ïðèìåðíî ðàâíîé 18 êàë/ìîëü, íåìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì òåì-
ïåðàòóðû, äîñòèãàÿ ìèíèìóìà ïðè 36 oC. Òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå cv
ïðè ýòîì íåìíîãî, íî ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ. Â-òðåòüèõ, äëÿ ïåðåîõëàæäåííîé âî-
äû òåïëîåìêîñòü cp íåëèíåéíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû, äîñòèãàÿ
çíà÷åíèÿ 28 êàë/(ìîëü K) ïðè -40 oC. Òàêîé ñëîæíîé òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè
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òåïëîåìêîñòè íå íàáëþäàåòñÿ íè äëÿ êàêîãî äðóãîãî âåùåñòâà. Òåïëîåìêîñòü, êàê
õîðîøî èçâåñòíî, îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî òåïëîòû (ýíåðãèè), íåîáõîäèìîå äëÿ íà-
ãðåâàíèÿ äàííîãî òåëà íà îäèí ãðàäóñ (óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü îòíîñèòñÿ ê åäèíèöå
ìàññû). Çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû, íà
êàæäóþ èç êîòîðûõ â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ 1

2
kbT . Äëÿ òâåðäûõ

òåë ïðè íå î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Äþëîíãà è Ïòè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü òâåðäîãî òåëà, ñîñòîÿùåãî èç îäèíàêîâûõ
àòîìîâ, ðàâíà c = NA3kbT = 3R, ãäå NA - ÷èëî Àâîãàäðî, R - óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ, kbT - ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó êîëåáàòåëüíóþ ñòåïåíü
ñâîáîäû. Ñîãëàñíî ýòîé èíòåðïðåòàöèè ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïëàâ-
ëåíèè ëüäà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû âîäû óäâàèâàåòñÿ. Ïî-âèäèìîìó ýòî äåéñòâè-
òåëüíî òàê, èáî òåïëîåìêîñòü âîäû ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå âïëîòü äî òåìïåðàòóðû
êèïåíèÿ è òîëüêî ïðè ïåðåõîäå â ïàð îíà ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì äî çíà÷åíèÿ íåìíîãèì
ìåíüøåå, ÷åì ó ëüäà â òî÷êå ïëàâëåíèÿ. Òåïëîåìêîñòü âîäÿíîãî ïàðà ïðè òåìïå-
ðàòóðàõ âûøå 100 oC îñòàåòñÿ ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé è ðàâíîé cp ≈ 6 êàë/(ìîëü
K), à òåïëîåìêîñòü ëüäà ìîíîòîííî (ïî÷òè ëèíåéíî) óìåíüøàåòñÿ ïðè ïîíèæåíèè
òåìïåðàòóðû äî íóëÿ ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóð (ñì. [2]). Â òî÷êå ïëàâëåíèÿ
ëüäà òàêæå èñïûòûâàþò ñêà÷ê ýíòðîïèÿ è ýíòàëüïèÿ âîäû: ∆S|fus ≈ 5, 3 êàë/(ìîëü
K), ∆H|fus ≈ 1, 44 êêàë/ìîëü, ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî â òî÷êå êèïåíèÿ ýòè âåëè-
÷èíû èñïûòûâàþò ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûå èçìåíåíèÿ: ∆S|vap ≈ 26 êàë/(ìîëü
K), ∆H|vap ≈ 10 êêàë/ìîëü. Ñðàâíåíèå ýíòàëüïèè èñïàðåíèÿ ñ ýíòàëüïèåé ñóáëè-
ìàöèè ëüäà ∆H|sub ≈ 12 êêàë/ìîëü ïîêàçûâàåò, ÷òî â æèäêîé âîäå âîäîðîäíûå
ñâÿçè ïðèñóòñòâóþò ïðèìåðíî â òàêîé æå ñòåïåíè, êàê è âî ëüäó. Îäíàêî, ñðàâíå-
íèå ýíòðîïèè èñïàðåíèÿ ñ ýíòðîïèåé ñóáëèìàöèè ëüäà ∆S|sub ≈ 45 êàë/(ìîëü K)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñåòêà âîäîðîäíûõ ñâÿçåé â âîäå ñóùåñòâåííî ìåíåå óïîðÿäî÷åíà,
÷åì âî ëüäó. Ðåçîííî ïîñòàâèòü âîïðîñ, êàêàÿ ïðè÷èíà îòâåòñòâåííà çà óâåëè÷åíèå
òåïëîåìêîñòè â ïåðåîõëàæäåííîé âîäå?

15.2 Äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà âîäû.
Äðóãèì âàæíûì êëàññîì ñâîéñòâ âîäû ÿâëÿþòñÿ åå äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà. Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû εs õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ áîëüøèì çíà÷åíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè íèçêîìîëåêóëÿðíûìè æèä-
êîñòÿìè. Íàïðèìåð, ïðè òåìïåðàòóðå 25 oC εs = 78, 3. Îòìåòèì, ÷òî åñòü åùå ðÿä
íèçêîìîëåêóëÿðíûõ æèäêîñòåé ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè: ïðè òåìïåðàòóðå 25 oC öèàíèñòûé âîäîðîä èìååò äèýëåêòðè÷åñêóþ
ïðîíèöàåìîñòü 106,8; ôîðìàìèä - 109,5; ñåðíàÿ êèñëîòà - 101. Ïðè 0 oC äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âòîðèñòîãî âîäîðîäà ðàâíà 83,6. Ýòè ïðèìåðû ïðàêòè÷åñêè
èñ÷åðïûâàþò âåùåñòâà ñ εs áîëüøåé, ÷åì ó âîäû. Âûñîêîå çíà÷åíèå äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîäû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìîëåêóëà âîäû ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíîé
è èìååò ïîñòîÿííûé äèïîëüíûé ìîìåíò µ = 1, 85 D â ãàçîâîé ôàçå (D (Äåáàé) âíå-
ñèñòåìíàÿ åäèíèöà ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà 1D = 10−18 ýë.-ñò. åäèíèö
â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö èçìåðåíèÿ (ÑÃÑ)).

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà îáóñëîâëèâàåòñÿ äâóìÿ ïðîöåññàìè -
äåôîðìàöèîííîé è îðèåíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèåé ìîëåêóë âåùåñòâà ïðè äåéñòâèå
âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äåôîðìàöèîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñìå-
ùåíèåì ýëåêòðîíîâ è ÿäåð èç ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé ïîä äåéñòâèåì âíåø-
íåãî ïîëÿ, à îðèåíòàöèîííàÿ - ïîâîðîòîì (îðèåíòàöèåé) ïîñòîÿííûõ ìîëåêóëÿðíûõ
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äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ (åñëè ìîëåêóëû òàêîâûì îáëàäàþò, ò.å. åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ
ïîëÿðíûìè ìîëåêóëàìè). Äåôîðìàöèîííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ îáóñëîâëåíà ïîëÿðèçóåìî-
ñòüþ ìîëåêóë è, â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè, ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó ìîëåêóëû. Âêëàä
åå â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü íå âåëèê è îïðåäåëÿåò ïîêàçàòåëü ïðåëîìëå-
íèÿ âåùåñòâà ïðè äåéñòâèè ñâåòîâûõ âîëí. Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ïðîáëåìà,
ñâÿçàííàÿ ñ âû÷èñëåíèåì äåôîðìàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè ïðè äåéñòâèå ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ïîëåé èíôðàêðàñíîãî è äàëüíåãî èíôðàêðàñíîãî ñïåêòðàëüíîãî äèàïàçîíîâ
- ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ òàê íàçûâàåìîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íà áåñêî-
íå÷íî âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ε∞. Ìû îáñóäèì ýòó ïðîáëåìó íèæå, à çäåñü îòìåòèì, ÷òî
äëÿ âîäû îïòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü εopt = n2

o = 1, 798 (no = 1, 333
- ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû) , à ε∞ ≈ 3 ÷ 5. Îòëè÷èå εopt îò ε∞ îáóñëîâëå-
íî àòîìíîé ïîëÿðèçóåìîñòüþ, ïðèðîäà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äèñêóññèè è â
íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû. Îñíîâíîé âêëàä â ñòà-
òè÷åñêóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü âîäû âíîñèò îðèåíòàöèîííàÿ ïîëÿðèçà-
öèÿ. Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ εs,
îòìåòèì èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè εs äëÿ âîäû.

Òàáëèöà 2

T,oC -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
εs‖ 144 135 128 122 116 110 105
εs⊥ 120 108 102 100 98 96 90
εs 87,7 83,8 80,1 76,5 73,2

Â ýòîé òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè ëüäà è âîäû. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ëüäà ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé âå-
ëè÷èíîé: εs‖ - ïðîíèöàåìîñòü â íàïðàâëåíèè âäîëü îñè ñèììåòðèè êðèñòàëëà ëüäà
C6, εs⊥ - ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé îñè. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøîé ñêà÷åê çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ
εs⊥ - ïðèìåðíî íà 2 åäèíèöû. Äëÿ εs‖ ýòîò ñêà÷îê áîëüøå - 17 åäèíèö. Åñëè äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé (âðàùåíèåì) ìîëåêóëÿðíûõ
äèïîëåé âî âíåøíåì ïîëå, òî ïðè çàòâåðäåâàíèè îáðàçöà ñëåäîâàëî áû îæèäàòü îá-
ðàòíîãî ýôôåêòà - óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Êðîìå
ýòîãî ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû ëüäà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìîíîòîííî
ðàñòåò, äîñòèãàÿ ïðè -150 oC çíà÷åíèé εs‖ ≈ 270, à εs⊥ ≈ 190. Êàê ìû óâèäåì íèæå
âðàùåíèå ìîëåêóë âî ëüäó íîñèò îñîáûé õàðàêòåð è îáúÿñíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ L- è
D-äåôåêòîâ Áüåððóìà.
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Ãëàâà 16

Ñïðàâî÷íèê

16.1 Ýòàëîíû
Ýòàëîíîì åäèíèöû äëèíû ÿâëÿåòñÿ ìåòð - îòðåçîê, íà êîòîðîì óêëàäûâàåòñÿ
1650763,73 äëèí âîëí ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â âàêóóìå, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïåðåõîäó 5d5 → 2p10 èçîòîïà àòîìà êðèïòîíà 86K.
Ýòàëîíîì åäèíèöû âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñåêóíäà - èíòåðâàë âðåìåíè, çà êîòîðûé
ñîâåðøàåòñÿ 9192631770 êîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ÷àñòîòà êîòîðîãî
ðàâíà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èçîòîïà àòîìà öåçèÿ 133Cs.
Ýòàëîíîì åäèíèöû ìàññû ÿâëÿåòñÿ êèëîãðàìì - ìàññà ïëàòèíî-èðèäèåâîé ãèðè,
õðàíÿùåéñÿ â Ìåæäóíàðîäíîì áþðî ìåð è âåñîâ â ã. Ñåâð, áëèç Ïàðèæà. Ñâÿçàòü
åäèíèöó ìàññû ñ ìàññîé àòîìíûõ ÷àñòèö íå ïîçâîëÿåò òî÷íîñòü èõ îïðåäåëåíèÿ,
îíà óñòóïàåò òî÷íîñòè âçâåøèâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë.
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